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Einleitung

Methoden zur Interpolation verteilter Daten haben eine gre Bedeutung in den
CAD/CAM-basierten Technologien, wie in der Automobilindustrig in der Luft- und Raum-
fahrtindustrie und in der Medizintechnik (vgl. [LMD92, Nie93). Wir beschranken uns
hier auf den Fall, da die Menge der Interpolationspunkte begits mit Nachbarschafts-
informationen versehen ist, wobei wir konkret davon ausgeheda die gegebenen Da-
ten in Polyederform vorliegen. Die Kanten des Polyeders beschreiben hierbei diach-
barschaft zwischen einzelnen Interpolationspunkten. Vers@uene Verfahren zur Generie-
rung von Nachbarschaftsbeziehungen ausgehend von einer 3D Renkenge nden sich in
[HDD* 92, HDD' 93, EM94, Vel94].

Bei der Betrachtung des Interpolationsproblems wird zwiscihedem funktionalen und dem
parametrischenFall unterschieden. Der funktionale Fall zeichnet sich dadah aus, da sich
das Polyeder mit Hilfe einer 2D-Triangulierung und einer Ligt von reellen Zahlen, die den
Abstand der Interpolationspunkte von der Parameterebene begeiben, darstellen & t.
Der parametrische Fall umfat alle anderen Situationen.

Der funktionale Fall weist, im Gegensatz zur parametrischen tBation, mehr Struk-
tur auf: Die Interpolations &che kann durch einegglobaleParametrisierung eber der 2D-
Triangulierungsebene dargestellt werden. Im parametrisch&all hingegen mu mit lokalen
Flachenrepmsentationen gearbeitet werden, die in ihrer Gesamtheit diaterpolations ache
beschreiben.

Zur Lesung des funktionalen Interpolationsproblems gibt es eine &lzahl von Verfahren,
die sich in ihrer Funktionsweise stark unterscheiden. Im paranm$chen Fall wird hingegen
meist folgende Zweischrittmethode zur Generierung der Ingeolations ache verwendet:

Kurvennetz: In einem ersten Schritt wird ein interpolierendes Kurvennetde niert, wo-
bei jede Kante des Polyeders durch eine Raumkurve ersetzt diiln den Interpolati-
onspunkten, in denen mehrere Kurven zusammenkommenessentbergangsbedin-
gungen (z.B. gemeinsame Tangentialebene) eingehalten weard

Feullen des Kurvennetzes: Im zweiten Schritt werden die durch das Kurvennetz beran-
deten © nungen durch Flachenssicke so ausgeilt, da die Randkurven interpoliert
werden und benachbarte Fichensticke glatt aneinander anschlie en.

In beiden Situationen, im funktionalen wie im parametrische Fall, unterscheiden wir zwi-
schenoptimierendenund nicht optimierendenVerfahren. Optimierende Methoden zeichnen



Einleitung

sich durch Verwendung eines Optimierungsansatzes mittels egnFunktionals zur Bewer-
tung von Kurven- und Flacheneigenschaften (wie z.B. der Kimmung) aus. Ziel dieser
Verfahren ist es, Parameter die nicht durch die Interpolatiosr und Glattheitsforderungen
festgelegt sind, so zu bestimmen, da die Kurven bzw. &then ein neglichst gunstiges
Verhalten hinsichtlich der durch das Funktional beschriebesn Eigenschaft besitzen. Nicht
optimierende Methoden verwenden im Gegensatz daheuristische Regelrzur Festlegung
dieser freien Parameter.

Die Verwendung quadratischer Funktionale spielt fur die optimierenden Methoden eine
gro e Rolle, da die resultierenden Optimierungsprobleme auwdin lineares Gleichungssy-
stem fuhren, das schnell geist werden kann. Der Einsatz nicht quadratischer Funktionale
hingegen erfordert numerische dsungsmethoden, die meist wesentlicarigere Rechenzei-
ten mit sich bringen.

In der vorliegenden Arbeit werden zuachst einige der wichtigsten bekannten Verfahren zur
Bestimmung von Interpolations achen beschrieben. Anschlie end werden insgesamt drei
neue Verfahren zur Interpolation verteilter Daten vorgesté (Kapitel 3 - 5). Der Schwer-
punkt liegt dabei in der Bereitstellung von Algorithmen, die,ausgehend von einem beliebi-
gen 3D-Polyederohne Voraussetzung weiterer Informationen, wie beispielsweisesEhen-
normalen,glatte Interpolations achen, d.h. Fachen ohne uneramnschte Wellen und Knicke,
generieren. Dabei sollen die Algorithmen mit einewertretbaren Zeitaufwandarbeiten. Ein
weiteres Ziel ist die Darstellung der Interpolationsache in einem CAD-kompatiblen For-
mat, d.h. die resultierenden Fachen sollen im B-Spline bzw. im Bezier-Format vorliegen.

Im einzelnen gliedert sich die Arbeit wie folgt: In Kapitel 1 waeden kurz die notwendigen
Bezeichnungen und Grundlagen behandelt, die zum weitererergtandnis wichtig sind.

Kapitel 2 beschaftigt sich mit bekannten Verfahren zur Llosung des funktionalen und des
parametrischen Interpolationsproblems.

In Kapitel 3 wird ein neues Verfahren zur bsung des funktionalen Interpolationspro-
blems vorgestellt. Der hierbei verfolgte Ansatz beruht auf deverwendung von TP-B-
Spline achen in Kombination mit einem Ritz-Galerkin Verfahren zumGlatten der Inter-

polations ache.

Eine neue Methode zur bsung des parametrischen Interpolationsproblems wird in Kapi
4 vorgestellt. Dieses Verfahren verwendet ein optimiert&s!-Kurvennetz, das mit Hilfe von
optimierten Split achen zu einer glatten Interpolationsache fortgesetzt wird.

Kapitel 5 befat sich mit einer weiteren neuen Methode zur Bedndlung des parame-
trischen Interpolationsproblems. Hierbei wird ein optimierts G?-Kurvennetz verwendet,
dessen dreieckig® nungen mit jeweils einer optimierten Bezier-Dreiecks ache ausgedilt
werden.

Kapitel 6 zeigt eine Reihe von Anwendungen der beiden Verfam aus Kapitel 4 und 5.
Hierzu zahlen insbesondere die Erweiterung dieser Methoden auf Polgedhit konvexen,n-
eckigen Seitenachen, ein Approximationsansatz, sowie die Interpolation vorovgegebenen
Bezier achen.

Kapitel 7 gibt einen kurzen Einblick in die zugrundeliegengel Implementation. Abschlie-
ende Bemerkungen sowie einen Ausblick aufegliche weitere Untersuchungen im Bereich
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der Interpolation verteilter Daten nden sich im Anschlu .

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, da gro e Teile der Absdite 4.1 und 5.1 zur Re-
prasentation der Kurvennetze und deren Optimierung, sowie Teilder Abschnitte 4.2 und
5.2 wber die Bestimmung der lokalen Interpolationsachen bereits in [KPS95a] verent-
licht wurden. Des weiteren wird in [KPS95b] Bezug auf den Irdit des Abschnittes 4.3
genommen.

Abschlie end mechte ich Herrn Professor Seidelif die gute Zusammenarbeit und Un-
terstutzung bei dieser Arbeit danken. Ein weiterer Dank ergeht an Her Professor Pott-
mann und an Herrn Dr. Greiner #r die vielen hilfreichen Anregungen und Gespche.
Ebenso danken mchte ich den Studenten und den Mitarbeitern am Lehrstuhlefr Graphi-

sche Datenverarbeitungdr die vielseitige Unterstitzung und die Diskussionsbereitschaft.
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Notation und die grundlegenden B& e, welche in den nach-
folgenden Kapiteln bemtigt werden, eingetihrt. Hierzu werden in Abschnitt 1.1 kurz die
wichtigsten Notationen aufgelistet. In Abschnitt 1.2 wird dann af Kurven und Flachen
eingegangen. Abschnitt 1.3 gibt einen Einblick in die Variatinsprinzipien, die den ver-
schiedenen Optimierungsmethoden zugrundeliegen.

1.1 Notation

Die wesentlichsten Bezeichnungen, die sich durch die gesamte ditlwlurchziehen, sind hier
eberblicksartig aufgetihrt:

a, ein reeller, skalarer Wert

ein Punkt im R®

ein Punkt/Parameterwert im R?

ein Vektor im R? bzw. im R®

ein normierter Vektor im R? bzw. im R®

das standard Skalarprodukt imR? bzw. im R3

—_— > 9 o >

[ J—

b dasau ere oder Vektorprodukt im R3:

Alle weiteren Begri e werden an der Stelle eingehrt, an der sie bemtigt werden.

1.2 Kurven und FI achen

Alle Verfahren, die in dieser Arbeit beschrieben werden, bauenfabestimmten Arten von
Kurven und Flachen auf. In diesem Abschnitt werden kurz die wesentlichen geetmschen
Eigenschaften von Kurven und Fhchen im allgemeinen eingehrt. Einige spezielle Klassen
von Kurven werden anschlie end kurz beschrieben. Ein weitar&chwerpunkt liegt in der
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Betrachtung von Ubergangsbedingungen zwischen zwei oder mehrereadrlenseicken zur
Erzeugung global, glatten Fl achen.

Geometrische Eigenschaften

Raumkurven kennen stets alsparametrische Kurveneber dem reellen Parameterintervall
[a;H;a < b aufgefa t werden:

0 1
Ci(u)

C(u) = @C,(w)A; u2 [a;b:
Cs(u)

Die wesentlichen geometrischen ®ren einer Kurve C sind (vgl. [dC92]):

fe= &
Tangente. c = kC—(k,
0 00 0
Kremmungsvektor:K¢ = #;
kC%
kC® C%
Kremmung: = K = — — und
g c KCHK
__det(cecocop
Torsion: ¢ = iCo Co

Flachen lennen, im Gegensatz zu Kurven, i.a. nicht global durch eine Rametrisierung
beschrieben werden. &t sich eine Flache global durch eine Parametrisierung darstellen,

0 Sl(U;V)l
S(u;v) = @S,(u; VA ; (u;v) 2 RZ:
Ss(u;v)

so wird sie alsparametrische Facheeber dem Parametergebiet bezeichnet. Im allgemei-
nen kann man beliebige Fichenlokal als parametrische Fhchen darstellen (vgl. [dC92]).

Die wichtigsten geometrischen Gy en von Flachen sind (vgl. [dC92]):

S S
Normalenvektor: ig = ———"_:
Y ST kS, Sk’
. _ EF _ hS,jSyihS;jS/i .
Erste Fundamentalform:ls = FG ~ hS,jS,ihS,jSi °
Zweite Fundamentalform:llg = fg = hSwjfeihSy]nsi

1S, bezeichnet die partielle Ableitung in u-Richtung.
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Die erste Fundamentalformis(u;v) im Punkt (u;Vv) induziert eine Metrik auf der Tangen-
tialebeneT sy (S) im Punkt S(u; V). Ist ¥ = (vy;V,) 6 0 ein Vektor im R?, so gilt fer den
Tangentialvektor £ (u; v)
@ ? Vi
—(u;v) = (vi;vo)ls(u;v :
UY  =(miw)isuy) B
Die zweite Fundamentalformlls dient vor allem der Bestimmung deNormalenkremmung
In Richtung f = %(u;v) mit T = (ty;ty) wird die Normalenkrammung bestimmt durch:
t
(t1;t2)lls tl
2
t t
(t1;t2)ls tl
2

Die durch die Matrix Ks = lls Is* induzierte Abbildung wird auch Weingartenabbildungye-
nannt. Die Hauptkrammungen ; , ergeben sich als minimaler bzw. maximaler Wert von

¢, wobei f' bzgl. der Metrik in der Tangentialebene normiert ist: {3;t2)Is(u; V) :1 =1
2

fur £ = t,S, + t,S,. Die zugelorigen Richtungené,; und &, sind die Hauptkrummungstrich-
tungen Man erhalt die Hauptkrammungen und die Hauptkemmungsrichtungen auch als
Eigenwerte bzw. Eigenvektoren der Weingartenabbildung.

Neben den Hauptkemmungen spielen digGau kr ummungK und die mittlere Kr ummung
H einer Flache eine wichtige Rolle bei der Analyse von &then:
eg f 2 . 1+ 2

Ec 2z 0 M= =5 = aspurKs) =

eG 2fF + gE.

Ks= 1 2=det(Ks)= 2(EG F?)

Fur viele Verfahren spielt dieGeometrische Kompatabil&t zwischen Kurven und Fachen
in einem betrachteten Punkt eine gro e Rolle.

Bezeichnung 1.2.1 (&) Die Kurve C ist mit der FlacheS im Punkt P = C(tp) = S(uo; Vo)
GX-kompatibe] falls es eine KurveC auf S gibt, die mit C in P GX-steig zusammentri t.
D.h. es gibt eine KurveU :[ ; ]! mit U(0) = (uo; Vo), so da C beit = t, GX-stetig
anS U beit =0 anschlie t.

mit S G*-kompatibel sind.

Folgende Charakterisierungen deG-Kompatibilit &t sind von praktischer Bedeutung. Die
Kurve C im Punkt Pc = C(to) und die FlacheS im Punkte Ps = S(uo; Vp); (Uo; Vo) Sind
GP-kompatibel, fallsPc = Pg;
G!-kompatibel, falls sieG® kompatibel sind undhfc jAsi =0;

G2-kompatibel, falls sieG! kompatibel sind undhRc¢ j figi = (ty;t)lls :1 = e

2
WObeit\C = t,S, + tzS\,Zz
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Repr asentation von Kurven und FI  achen

In diesem Abschnitt werden kurz die Klassen von Kurven und Bthen angesprochen, die
fur die im weiteren beschriebenen Verfahren relevant sind. Dabgeht es hauptachlich um
die Bezeichnungs ndung. Details knnen in der einschdgigen Fachliteratur nachgelesen
werden (vgl. [BBB87, HL92, Far93]).

Im Bereich der Geometrischen Modellierung haben sich vor attezwei Kurvenschemata
durchgesetzt: Bezier- und B-Spline-Kurven. Bezier-Kurven sind polynomielle Kurven in

der Bernstein-Bezier Basisdarstellung mit den BasisfunktionerB'(u) = rll u'(1
i=0

von Grad n mber T. Die Stetigkeit, mit der die einzelnen Polynome aneinandanschlie en,
hangt von der Vielfachheit der Knoten ab.

Bei den Flachen sind die auf den Bezier- und B-Spline-Kurven aufbauden Tensorprodukt-
achen, kurz TP-Flachen, weit verbreitet. TP-Bezier- und TP-B-Spline ache sind gegeben
durch
(nynv) (mymv)
S(u;v) = bij B{*™ (u;v) bzw. S(u;v) = bij Ni* ™ (u; v):
(i: )=(0 ;0) (i: )=(0 ;0)
Hier bezeichnerB{;‘j“;”V(u_;v) = Bi”“(u) B/ (v) und N"™(u;v) = N™(u) N™(v) die
entsprechenden TP-Basisfunktionen der Bthen.
Neben den TP-Fachen nden dieDreiecks-Bezier achenhau g Anwendung. Diese Fachen
basieren auf denbaryzentrischen Koordinatenb ; bs; by eines Punktesu 2 R? bzgl. eines
nicht entarteten Dreiecks (r;s;t) R?; de niertdurch: u = br+hs+ht; b +b+h = 1:
Die Dreiecks-Bezier ache ergibt sich dann zi

X
S(u) = b B, (u);

ii=n

mit den Kontrollpunkten b;; jlIj = n; und denBernstein-Bezier Basisfunktioneneiber dem
Dreieck

— n j i .
BI (U)— Ijk HrUstf
Als weiterer Flachenklasse werden noch die sogenanntigns niten Interpolanten disku-
tiert (vgl. [Nie79]). Zur De nition des trans niten C?! Interpolanten geht man davon aus,

’Diese Bedingung ergibt sich aus denBatz von Meusnier(vgl. [dC92]).
3Unter Verwendung der Multiindex-Schreibweisel = (i;j; k ); hier bedeutetjlj =i+ j + k.
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da wber dem Rang,des Dreiecks ;s;t) die Cl-Daten einer zu bestimmenden FicheS
gegeben sind. S&6 Pg;ty;P1;T; einewuber [Q 1] parametrisierte Kurve, die#irt 2 f 0; 1g

die beliebig vorgegebene PositioRy bzw. P, und Ableitung to bzw. t; interpoliert (z.B.
ein kubisches Hermitepolynom)G wird im weiteren als erzeugende Kurvder die trans-
niten Interpolanten bezeichnet. Fur die Ecker des Dreiecks wird folgender Operator
de niert:

@ @
D, [S =G S(r); —(r);S(pr); —(pr) (1 ;
[S](u) (r) @(r) (pr) @(p) 1 b)
_ bss+ It

mit u = br + s+ ht;p, = 1 b und t=p, r:

Der Operator D, [S] interpoliert

die gegebenenC!-Daten auf der
Kante st. In der Ecke r werden
Position und  Richtungsableitun-
gen von S interpoliert. Mit Hilfe

einer Konvexkombination unter Ver-
wendung der Gewichtsfunktionen
Le = () =(KPIE + KEKY + KFIF)

(analog #ir ! ¢;!¢) wird die Interpola-
tions ache de niert:

Abbildung 1.1: Der Operator D, [S] ausgewertet
D[S]: ! rDr [S]+I SDS[S]+! tDt [S] an der Ste”eu_ r
D [S] interpoliert auf dem Rand des Dreieck€d Position und erste partielle Ableitungen
der FlacheS. In den Ecken besitztD [S] hebbare Singularigten.

Wbergangsbedingungen f wr Bezier achen

Dieser Abschnitt befa t sich mit dem Problem der Konstruktion von, glatten\ ®bergangen
zwischen zwei Bezierachen entlang einer vorgegebenen Kante. Dazu wird der Begri
.Glatte\ n aher spezi ziert und verschiedene Methoden zur Erzeugung gkr Cbergange
diskutiert. Das sogenanntéeckenumschlu problemwird abschlie end angesprochen. Dieses
tritt auf, wenn man um einen Punkt mehrere Bezier achen konstruieren mchte, so da
alle Ubergange glatt sind.

Zum Begri der Glatte vgl. [Pip87, LH89, Pet91]. SeiS; und S, (TP- oder Dreiecks-
) Bezier achen.S; sei durch die Parameteru und v, S, durch die Parameterw und u
parametrisiert (vgl. Abbildung 1.2). Hierbei seiS;(u; 0) = S,(0; u).

Bezeichnung 1.2.2 (i) Die FlachenS; und S; sind an der gemeinsamen Kantéan-
gentialstetig falls es skalarwertige Gewichtsfunktioneny  und gibt, mit

(S1)ut+ (Siv+ (Sw O (1.1)
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(i) Die FlachenS; und S, sind entlang der gemeinsamen Kant&!-stetig, falls sie dort
tangentialstetig sind und zudem gilt:

(Sp)u  (S1)v 6 0 (Regularitat), > 0 (Orientierung). (1.2)

Peters [Pet89] zeigt, da die Gewichtsfunktionen bis auf een gemeinsamen Faktor Poly-
nome mit folgendem Grad sind:

deg( ) deg((S)v) +deg((S2)w);
deg( ) deg((S1)u)+deg((S2)w);
deg() deg((Si)u) +deg((Suv):

Im folgenden werden einige Konstruktionseglichkeiten #ir tangentialstetige und #ir G*-
stetige Ubergange vorgestellt. Dazu sei die Randkurv8;(u; 0) durch die Kontrollpunkte
Hi, die Kontrollpunkte in der ersten Reihe @ir S; mit F;, fur S, mit G; bezeichnet (vgl.
Abbildung 1.2). Der Grad der von &1)y; (S1)v und (Sy)w seing; ny bzw. n,. Je nach Dar-
stellung kann die Randkurve von niedrigerem Grad sein als dideé€heS; oder S,.

Abbildung 1.2: Tangentialstetigkeit bzw. G!-Stetigkeit und die Kontrollpunkte fur den
Ubergang zwischen den BchenS; und S,.

Farin [Far82]

Die G!-Bedingungen nach Farin beziehen sich auf den Fall, d&;(u;0) eine Kurve vom
Grad n und die FlacheS;;i = 1;2 entweder eine TP-Bezierache vom Grad (;n) oder
eine Dreiecks-Bezierache vom Gradn + 1 ist. Damitist nc.=n 1undn; = n, = n
gewahrleistet.*

4Ist die Dreiecks-Bezier ache S(u;v) vom Grad n mit Kontrollpunkten bl und die Randkurve von

S entlang der Kante st vom Grad n 1 _mit Kontrolpunkten b{..+ ; ;, so ist die radiale Ableitung

S;t=(1 wus+ut) raufstdurchn o' bl | 1 b3t i . B *(u); gegeben.
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Die Gewichtsfunktionen werden folgenderma en angesetzt{u) = (1 u) o+ u 4; linear,
= o, = o konstant. Da
X
(S)y=k (Fi H)B"; k=nbzw.n+1;
i=0

(S2)w=k (Gi H;j)B';k=nbzw.n+1;
i=0
kann = 1 gesetzt werden, d.h. (1 u) o+ u 1)(Sp)u +(S)v+ o(S2)w 0. Durch
einfachen Koe zientenvergleich ergeben sich diearin-Bedingungen

Fi=Hi  o(Gi Hi) " o(Hia H)+§ o(H) Hi)

=050 oHim+(L o+ oHi+ oG) (1.3)
+L(4Hi 1+(Q+ o 1)Hi oGi);i=0;:n

Die Farin-Bedingungen werden &u g in der zu (1.3) aquivalenten Form

F, = nn—l( oHi+1 + 1Hi + oGi)‘l' rl1_( oHi+ 3Hi o OGi);
i=0;::::n:

mit o+ 1+ o=1und ,+ 3+ =1 geschrieben.

Ist die FlacheS, bereits bekannt und entlang der betrachteten Kante regat, d.h. (S,),,
(S2), 60, so kennen mittels der Farin-Bedingungen (1.3) direkt die Kontollpunkte F; so
bestimmt werden, da S; und S, entlang des gemeinsamen Rand&'-stetig aneinander
anschlie en.

Chiyokura und Kimura [CK83]

Chiyokura und Kimura gehen davon aus, da die gemeinsame kubise Randkurve
S1(u;0) = S,(0;u) und die Kontrollpunkte Fo;F3;Go;Gs; gegeben sind. Die Flachen
Si;i = 1;2 werden als bikubische TP-Bezierachen angesetzt. Entlang der gemeinsamen
Randkurve wird ein lineares Querableitungsvektorfeld deiert: ¢(u) = (1  u)§o + uq;.
Die Vektoren §o und ¢, werden orthogonal zuH; Hg bzw.H; H, gewahlt, derart, da
h@ojFo Hoi>0undh@;jFsz Hsi> 0.Die Ableitungen (S;), und (S,),, ergeben
sich dann zu:

(S1)y = 1(S),+ 18 5 (S2)y= 2(S1),+ o

wobei 1; 1; 2; 2 lineare Gewichtspolynome sind. Die Gewichtspolynome sind dtrdie
in den Ecken bekannten Werte von$;), und (S;),, eindeutig bestimmt.

Diese Methode kann ohne Schwierigkeit auch auf quartische Breks-Bezier achen erwel-
tert werden (vgl. die Methode nach Farin).

SHierbei wird natwrlich noch vorausgesetzt, da die Kontrollpunkte Fo; F3; Gg; G3; S0 gesetzt sind, da
z.B. dieVektorenH; Hound Fy Hg einen (orientierten) Winkel in der Tangentialebene mit  2]0; [
einschlie en.
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Das Verfahren von Chiyokura und Kimura generiert einen targntialstetigen Ubergang
zwischen den beiden fchenS; und S,. Gilt (S;), g 8 0 entlang der Kante, so ist stets
1(u) > 0und ,(u) < 0, womit der &bergang in dieser SituationG?-stetig ist.

DeRose [DeR90]

DeRose gibt eine eindeutige Charakterisierungif die Tangentialstetigkeit zwischen den
FlachenS; und S, beliebigen Grades. Diese Charakterisierung beruht auf der z@teichung
(1.1) aquivalenten De nition der Tangentialstetigkeit:

det((S1),:(S1),:(S2),) (u) O

Werden die Ableitungen durch die Bernstein-Bezier Darstellngen mit den entsprechenden
Kontrollvektoren t;;v;;w, ersetzt, so ergibt sich durch einfache Umformulierung unter

Ausnutzung der Multilinearitat der Determinante: |

ncw1+n2 x n_c n'l nk2
b B YW B2 (U) O (1.4)
m=0 i+j+k=m m
I {z }
Km
DeRose zeigt, da das Verschwinden voiK ,;m = 0;:::;n:. + n; + n, notwendig und

hinreichend #Ir Tangentialstetigkeit ist.

Eckenumschlu problem

Das Eckenumschlu problem tritt dann auf, wenn man ba.2 b2.11
mehrere Bezier achen um einen Punkt gruppieren
mechte, so da alle Ubergange glatt, d.h. tangential-
oder G*-stetig werden. Hierbei wird vorausgesetzt, da
die Flachen schonG°-stetig aneinander anschlie en,
d.h., da benachbarte Flachen eine gemeinsame Rand-
kurve besitzen (vgl. Abbildung 1.3). Die Randkurven
mussen im PunkteV , G! kompatibel sein.

Betrachtet man zurachst das Problem der Konstruk-
tion von C! &bergangen, so ergibt sichefr jede Kante
eine Bedingung der Form

bir111= ibir+ b2+ by 111 (1.5)  Abbildung 1.3: Das Eckenum-
schlu problem
Daraus ergibt sich folgendes Gleichungssystenr ie bislang unbestimmten Kontrollpunk-
te bi;ll: 0 1
1 0
.

00 a1 br;11

0 1

8 6 bl;ll
> 6B K-rus
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Die Determinante der Matrix ergibt sich unmittelbar zu 1 ( 1)" [\, ;. Aufgrund der
Eigenschaft

Disaa= Vot b1+ ibi 115 i =150,

gilt: [, i = 1. Daher ist die Matrix fur ungeradesn regular, jedoch #ir geradesn singuler
und damit das zugewrige Gleichungssystem in diesem Fall i.a. nichbsbar.

Die Analyse des allgemeinen Fallesif G-tbergange ergibt, da keine weiteren Freiheits-
grade hinzukommen, die eine dsung #ir geradesn garantieren (vgl. [Pet91]).

1.3 Variationsprinzipien

Eine der wichtigsten Anforderungen des Kurven- und Ekchendesigns ist die Bexcksich-
tigung der Zielvorstellungen des Benutzers bzw. des DesigsieDer Designer hat meist
klare Vorstellungen von demwas er modellieren will. Das vollsandige Ubertragen die-
ser Vorstellungen auf ein CAD-System alleine mit demblichen Kurven- und Flachen-
Kontrollstrukturen (wie z.B. Kontrollnetze, Trimmkurven etc.) ist allerdings kaum meglich.
Vielmehr mu das System eine Mglichkeit bieten, wie unter Angabeeiniger wesentlicher
Kenngre en (wie z.B. die Lage weniger Kontrollpunkte) eine global Losung berechnet wer-
den kann. Hierzu ist es mtig die ®mbrigen, bislang noch nicht festgelegten @ren mit Hilfe
vorgegebener Kriterien automatisch zu bestimmen. Dérariationsansatz hat sich in die-
sem Zusammenhang als sehr erfolgreich erwiesen. Dabei wird @lette einer Kurve oder
Flache mittels eines Funktionals beschrieben, welches bestitergeometrische Eigenschaf-
ten bewertet. Die unbekannten Ge en werden nun so bestimmt, da unter allen zuhssigen
Kurven bzw. Flachen diejenige ausgeahlt wird, die bzgl. des angesetzen Funktionals als
am besten bewertet wird. Damit ist diejenige Kurve oder Flche gefunden, welche die
vorgegebenen Bedingungen eift und welche der durch das Funktional gemessenen geo-
metrische Eigenschaft an besten entspricht.

Im folgende werden die verschiedenen Variationsase kurz skizziert. Da es hier mehr
um eine prinzipielle Darstellung geht, werden die gruneszlichen Arbeitsweisen anhand
folgenden Interpolationsproblems eslutert:

Gesucht: Eine ,meglichst glatte\ Kurve C : [0;1]! R; welche die Datenwertef; inter-

Sind das Funktional und der lineare FunktionenraumV, aus dem die KurveC gewahlt
werden kann, bekannt, so stellt sich das dem Interpolationspri@m zugeordneteVariati-
onsproblen:

6lm folgenden wird auch der Begri Optimierung bzw. Optimierungsproblem verwendet. Hier sollen
beide Begri als synonym angesehen werden.
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Problem: Bestimme unter allenC 2Vy = fC 2V : C(u;) = f;g; diejenige KurveCy mit
minimalem Wert (C,).

Je nach Art des Funktionals gibt es verschiedene Aregze, um das obige Variationspro-
blem zu lsen.

Ist quadratisch d.h. es existiert eine symmetrische Bilinearfornm | i mit (C) =
hC jCi;furalleC 2V, dann kennen Methoden, wie sie aus definiten Elemente
Rechnung bekannt sind, eingesetzt werden (vgl. [Bra92]). D&aum V wird dabei durch
Hinzunahme von Randbedingungen eingesemkt, etwa durch: CYu;) = f2und CYuy) =
f3; 8C 2 V. Eine wichtige Voraussetzungfr die folgende Vorgehensweise ist, da alle
Nebenbedingungen, wie z.B. Interpolationsbedingungen, &ar sind. Damit ist der Raum
VN €ein a ner Teilraum von V.

R;
Fur das oben angefhrten Belﬁplel ware (C) = O(Co?u))2 du, mit der zugeordneten

Bilinearform h C; j C, i = Cf‘(u)Cg‘(u) du; ein solches Funktional. Ein geeigneter
Funktionenraum istV = fC : C°°2 L »[0; 1]g.” KennzeichnetV, den linearen Teilraum von
V, welcher die homogenen Bedingungefy = fC 2V : C(u;)) =0gerfullt und ist h j i
auf V; positiv de nit, so la t sich Cy eindeutig durch die Beziehund

hCojCi=0; feralle C2 Vo (1.6)

charakterisieren.

Kann aus Gleichung (1.6) mittels partieller Integration em aquivalenter Ausdruck in Form
einer Di erentialgleichung, der sogenanntertulergleichung gewonnen werden, so kommen
als LesungenCy nur Lesungen dieser Di erentialgleichung in Frage. & das Beispiel erlalt
man die Eulergleichung:(“)‘ =0;i=1;:::;N 1, womit Cy ein stickweises Polynom
[ui;Uie ]
vom Grad 3 sein mu ?
Lat sich aus der Gleichung (1.6) keine Eulergleichung ableh oder besitzt die Euler-
gleichung keine geschlossenendung, so wird mu g folgende Einschenkung gemacht:
Ist V nicht endlich dimensional, so wird ein geeigneter endlich densionaler Teilraum
U = spanfBg;:::;Bp,g V ausgevahlt und nur in diesem nach einer bsung gesucht.
Der a ne L esungsraum ergibt sich zwy = Vy \U . Mit Hilfe einer Fundamentallosung
C 2 Uy kann man Uy darstellen durch:Uy = C + Uy. Uy = Vo \U st der Lesungsraum
des homogenen Problem<, ergibt sich dann als eindeutige &sung von

hCyjCi=0; furalleC 2 Uqg: (1.7)
us der Gleichung (1.7) & t sich ein Gleichungssystem in den Koe zienten vonCy = C +

i”:O ¢ B; ableiten. Diese Methode der Einsclmnkung wird Ritz- oder Galerkin-Verfahren
genannt.

L 5[a; b bezeichnet den Raum der quadratisch Lebesque-integrierbaren Funktionember dem Intervalll
[a; b

8Streng genommen mu hier noch vorausgesetzt werden, daVo \f C 2V : (C) = 0g nur die triviale
Nullfunktion enth alt. In dem angegebenen Beispiel ist dies der Fall.

9Die B-Splinesuber dem Knotenvektor T kennen durch diese Optimaleigenschaft charakterisiert wer-
den.
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R
In dem eingeéihrten Beispiel wirde das Funktional (C) = ol(COO(’u))2 + (C%u))? +
(CYu))? du; mit einen Ritz-Galerkin-Ansatz behandelt werden, da die Auesung der zu
gehorige EulergleichungC® + C® + C%= 0 eine Fallunterscheidung mtig macht (vgl.
[Pot90]).

Ist, im Gegensatz zu der bisherigen Annahme, kein quadratisches Funktional, so ist die
Lesung des Optimierungsproblems i.a. nicht mehr eindeutig. Fe der FunktionenraumV
unendlich dimensional ist, ist das Au nden einer LosungCy kaum mehr meglich. Deshalb
wird hier von vorneherein ein Ritzahnlicher Ansatz gemacht, d.h. es wird auf einem endlich
dimensionalen TeilraumU V optimiert. Numerische Verfahren, wie z.B. das Gradienten-
verfahren oder das Newton-Verfahreneénnen angesetzt werden um ein (lokales) Minimum
von zu bestimmen (\lggl. [St093])RBei dem hier verfolgten Beispikhnn das nicht quadra-
tische Funktional = , 2 ds= J(C®u))2=(1+ CYu))? du; auf diese Weise behandelt
werden. beschreibt die Biegeenergie einesignen elastischen Stabes, der an den Stellen

(ui; fy) eingespannt ist.

Eine Variante bei den quadratischen Funktionalen stellt der Asatz von Greiner [Gre94a]
dar. Greiner verwendetdatenabmngige quadratische Funktionale, die von der Geometrie
des betrachteten Kurven- oder Richenvariationsproblems ab&ingen. Dieser Ansatz beruht
fur Kurven auf der Erweiterung der Begri e Gradient und Divergenzvom funktionalen
Problem auf Funktionen auf Kurven. Der Gradient einer Funkion f : [0;1]! R bzw. die
Divergenz eines Tangentialfeldé$t: [0;1]! TC auf der ReferenzkurveC® : [0;1]! R
wie wird folgt de niert:

0
f0 T’p 1+(CoO )2
diVCO(t) =

1+ Cooz; 1+ (C0)2 (1.8)

gradco(f) =

©

Der Laplace-Beltrami-Operator (vgl. [Kli78]) fur die Kurve C bzgl. der ReferenzkurveC®
ergibt sich zu

COO (CO)O(CO)OQ:O.
1+(C%2  14(co92 ¥

co(C) = divco (gradco (C)) =

woraus sich #ér die Kurve C das quadratische Funktional (C) = 01 co(C)? ds ableitet.

Hierbei wird nach der Bogerdnge vonC? integriert. Der Vorteil dieses geometrieabfingi-
gen Funktionals liegt dasin, da es &ir C  C° eine gute Approximation an das nicht

quadratische Funktional Ol(CO‘(u))2=(1 + CYu))? du= 01 2 ds darstellt.

Fur die neuen Algorithmen, die in dieser Arbeit vorgestellt werde werden ausschlie lich
guadratische Funktionale zur Optimierung verwendet.

10TC bezeichnet den Tangentialraum der KurveC.
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Kapitel 2

Wbersicht bekannter
Interpolationsverfahren

In diesem Abschnitt werden eine Reihe von Verfahren zureisung sowohl des funktionalen
wie des parametrischen Interpolationsproblems beschriebevgl. [LMD92]). Traditionell
unterteilt man die verschiedenen Verfahren irokale und globaleMethoden. Dabei wird
eine Methode als lokal bezeichnet, falls sich dRnderung eines Interpolationspunktes auf
die Interpolations ache nur lokal auswirkt. Ist dies nicht der Fall, so spricht man vo
einem globalen Verfahren. Globale Verfahrenekinen meist durch geeignete Modi kation
.lokalisiert\ werden.

Wichtiger ist hier jedoch die Unterteilung in die Kategorien @r nicht optimierendenund
der optimierenden Verfahren. Charakteristisch #r ein nicht optimierendes Verfahren ist
die Verwendung heuristischer Regeln zur Festlegung aller #ei Parameter, die nicht durch
die Interpolations- oder Glattheitsforderungen bestimmt sindDiese Verfahren sind i.a.
einfach zu implementieren, die entsprechenden Algorithmennsi zudem relativ schnell.
Mann [Man92] weist jedochdir den parametrischen Fall darauf hin, da diese Verfahren in
vielen Situationen Flachen minderer Qualiat erzeugen.

Im Gegensatz dazu verwenden die optimierenden Verfahren &tronsansatze um alle oder
einen Teil dieser freien Parameter festzulegen. Dadurch singd\lgorithmen i.a. langsamer,
ebenso nimmt der Implementationsaufwandef solche Verfahren zu. Die erzielte Qualét
der Interpolations ache rechtfertigt jedoch in vielen Rllen den Mehraufwand.

In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Methoden Awwsung des funktionalen
und des parametrischen Problems diskutiert. Hierbei wird zwiken den klassischen, nicht
optimierenden und den optimierenden Verfahren unterschied.

2.1 Methoden zur L esung des funktionalen Interpo-
lationsproblems

Das funktionale Interpolationsproblem wird seit vielen Jalen intensiv erforschit:
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Gegeben: Datenpunkte uy;:::;uy in der Ebene und zugebrige reelle Datenwerte
LEVRRR AV
Gesucht: Eine bivariate Funktion bzw. funktionale FlacheS: ! R mit: u; 2 R?

In [AIf89, FN91, HL92] werden die meisten der bekannten Verfahmam ®berblick vorge-
stellt.

Zu den in diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren galen eine Reihe klassischer, nicht
optimierenden Methoden, sowie didMinimum Norm Netzwerk (MNN)-Methode und das
Di erenzenverfahren von Arge, D hlen und Tveito. Die letzteren Verfahren ahlen zu den
optimierenden Methoden.

2.1.1 Klassische Methoden

Die wohl wichtigsten Vertreter der klassischen Verfahren zurdsung des funktionalen Inter-
polationsproblems sind dieShepard-Methoderund die radialen Basisfunktions-Methoden

Neben diesen Methoden werden zwei weitere Aaige diskutiert, welche beide Dreiecks-
Bezier achen zur Konstruktion der Interpolations ache verwenden: daflough-Tocher-

und dasPowell-SabinSplitverfahren.

Shepard:

Die zu den nicht optimierenden Verfahren gedrende Methode nach Shepard [She68] basiert
auf dem folgenden Ansatzefr die Interpolations ache:
(

XV ..
swy= flLu  omit L= - MTEL
i1 0 sonst.
Der Wahl der Gewichtsfunktionen! ; kommt dabei eine gro e Bedeutung zu. Sie beein u en
das lokale Verhalten und das globale Aussehen der resultierendaterpolationsfunktion.
In [AIf89] und [HL92] werden verschiedene bylichkeiten angegeben, wie die; gewahlt
werden lennen. Die Erzeugung von Interpolationsachen mit, weichem\ Verlauf, d.h. mit
z.B. meglichst gleichna iger Kr ummungverteilung, erweist sich jedoch als sehr schwierig.

Radiale Basisfunktionen:

Die Verfahren zur Lesung des funktionalen Interpolationsproblems mittels radler Basis-
funktionen B : [0;1 ) ! R; beruht auf Funktionsansatz:

Xy
S(u) = BB (d(uj;u)) + pm(u); Mit pn 2 m:
i=1

m wird als polynomielle Pmzision bezeichnet,d(u;; u) ist der euklidische Abstand vom
Parameterwertu zum Datenpunkt u;.
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Man erhalt ein lineares Gleichungssystem, Welghes das Interpolatgproblem und die
zusatzlich gefordertenGleichgewichtsbedingungen i-; bg(u;) =0; 892  beschreibt.

Die Lesbarkeit dieses Gleichungssystems ist i.a. nicht garantiert umdu f eir jede spezielle
Basisfunktion B gesondert betrachtet werden.

Interessant in unsersem Zusammenhang sind die zu den optimieremdéerfahren zu
zahlenden Thin Plate Splines Diese erlmlt man unter Verwendung der Basisfunktion
B(u) = u?logu fur m = 1. Die Thin Plate Splines haben die Eigenschaft, da sie
unter allen bivariaten Funktionen S 2 L, (R?), welche die Interpolationsbedingungen
S(uj) = fi;i =1;:::;N; erfellen, das Thin Plate-Funktional

Z

TP(S)= (Sw)?+2(Sw)?+(Sw)’ dudy; (2.1)
R2

minimieren (vgl. [Duc77]). Diese Minimaleigenschaft der ThiPlate Splines ist analog zu
der Minimaleigenschaft der univariaten B-Splines zu sehendl Abschnitt 1.3). Daher
werden diese Fdchen gelegentlich auch alSurface Splinesezeichnet.

Methoden basierend auf Dreiecks-Bezier achen:

Farin [Far86] gibt einen Uberblick
eber die verschiedenen Verfahren zur
Lesung des funktionalen Interpolati-
onsproblems unter Verwendung von
Dreiecks-Bezier achen. Dazu wird
das Parametergebiet zuachst trian-
guliert, wobei meist die Delaunay
Triangulierung gewahlt wird (vgl.
[Sch87, Sch93]). Die Datenpunkte;
dienen dabei als Eckpunkte efr die
Triangulierung.

Alle Verfahren, die wenigstens eine
C1l-stetige Interpolations &che erzeu-

gen, bemtigen au er den gegebenen
Datenwerten f; weitere Informatio- Abbildung 2.1: Die Clough-Tocher Split ache.

nen wie z.B. Ableitungsdaten in den  Die Kontrollparameter sind durch getillte Krei-

Y

Datenpunkten u;. se (Kontrollpunkte) und durch Pfeile (partielle
Naterlicherweise nochte man  Ableitungen) gekennzeichnet. Die Punkte und
meglichst wenig zustzliche Informa- ergeben sich direkt aus den Kontrollparame-

tion zur Lesung des Interpolations- tern, alle mbrigen Bezier-Kontrollpunkte ergeben
problems bemtigen. Hier eignen sich  sich aufgrund derC! &bergangsbedingungen ent-
die sogenannterSplit-Ansatze. lang der inneren Kanten.

Hierbei werden mehrere Dreiecks-Beziemcheewber einem Dreieck der Triangulierung de-
niert, die dann eine globale C!-stetige Flache ergeben. Die wichtigsten Vertreter dieser
Verfahren sind der aus der Finiten Element Literatur bekanré Clough-Tocher Ansatz (vgl.
[SF73]) und die Methode nach Powell und Sabin [PS77].
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Das Clough-Tocher Verfahren unterteilt jedes Dreieck derriangulierung, auchMakrodrei-
eckgenannt, an einem Punkte im Inneren des Dreiecks in drei Miidreiecke (vgl. Abbil-
dung 2.1).Ublicherweise wird die Unterteilung am Schwerpunkt durchgehrt. Uber jedem
Mikrodreieck wird eine kubische Dreiecks-Beziemche de niert. Zur eindeutigen Festlegung
der Clough-Tocher Split ache werden neben des Datenwerténdie partiellen Ableitungen

in den Ecken und eine Querableitung in der Mitte jeder Kante & Makrodreiecks bestigt.
Diese mussen geeignet abgesatzt werden. Dies geschieht beispielsweise durch Mittelung
der Normalen der Dreiecke, die sich beistkweise lineareiCC-Interpolation ergeben oder
durch Verwendung eines lokalen Interpolanten, der nur eirldeine Zahl naheliegender Da-
tenpunkte interpoliert.

Powell und Sabin [PS77] stellten eine ganze Reihe von versdeieen Methoden vor, mit
denen seickweise Polynomeber Dreiecken de niert werden lennen. Fur das funktionale
Interpolationsproblem eignen sich die Methoden zur Unterteihg eines Makrodreiecks in
6 oder 12 Mikrodreiecke. In beiden &llen wird eber jedem Mikrodreieck eine quadratische
Dreiecks-Bezier ache de niert. Als zusatzliche Informationen werden alleine die partiellen
Ableitungen in den Datenpunktenu; bemstigt.

Abbildung 2.2: Die Powell-Sabin Split ache, links in 6, rechts in 12 Mikrodreiecke unterteilt.
Die Kontrollparameter sind durch geéilite Kreise (Kontrollpunkte) und durch Pfeile
(partielle Ableitungen) gekennzeichnet. Die Kontrollpunke ergeben sich aus diesen Daten
in den Ecken; die Kontrollpunkte werden durch dieC!-Bedingungen und im Falle der
12-Split ache durch Vorgabe der linearen Querableitung entlang deu eren Kante xiert.
Alle ubrigen Kontrollpunkte ergeben sich aufgrund de€! ®bergangsbedingungen entlang
der inneren Kanten.

Zur De nition der 6-Split-FI achen wird jedes Makrodreieck der Triangulierung an einem
Punkt im Inneren und an einem Punkte auf jeder Kante des Dredks unterteilt (siehe
Abbildung 2.2).

Die 12-Split ache ergibt sich durch Unterteilung an einem Punkt im Innereni@. der
Schwerpunkt) des Dreiecks und an einem Punkt (i.a der Mittpunkt) auf jeder Kante.
Hier wird zusatzlich gefordert, da die Querableitung senkrecht zum Rantinear verlauft.
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Sollen zwei benachbarte 6-SplimchenC!-stetig aneinander anschlie en, so mu der Unter-
teilungspunkt auf der gemeinsamen Kante auf der Verbindungsie zwischen den jeweiligen
inneren Unterteilungspunkten der Makrodreiecke liegen. Dse geometrische Bedingung ist
l.a. nicht leicht zu erfullen. Powell und Sabin schlagen daher eine Mischung von 6- und
12-Split achen vor, wobei die 6-Splitachen stets am Umkreismittelpunkt und auf den
Kantenmitten unterteilt werden. Dadurch verlaufen die ensprechenden inneren Kanten
immer senkrecht zu derau eren Kanten. Wird der gre te Innenwinkel gre er als 75 Grad,
so wird eine 12-Splitache anstelle der 6-Splitache verwendet.

Die entstehende Interpolationsache ist globalC!-stetig. Die fehlenden Ableitungsdaten
werden wie beim Clough-Tocher Split abgesalrt.

2.1.2 Minimum Norm Netzwerke

Der Minimum Norm Netzwerk (MNN)-Ansatz geht auf Nielson [Nie83] zwrck. Innerhalb
der letzten Jahre wurden verschiedene Erweiterungen des umpglichen Ansatzes erarbei-
tet (vgl. [NF84, Pot91, KS95]). Die grundsitzliche Idee des Verfahren ist die Aufteilung des
funktionalen Interpolationsproblems in die folgenden drebchritte (vgl. Abbildung 2.3):

1. Schritt: Das Parametergebiet wird trianguliert, wobei die Datenpunkte als Eckpunk-
te fur die Triangulierung dienen.

2. Schritt:  Auf den Kanten der unter Schritt 1 bestimmten Triangulierung wrd mittels ei-
nes Variationsansatzes ein Kurvennetz (Netzwerk) generiestielches die Datenwerte
fi interpoliert.

3. Schritt:  Unter Verwendung trans niter Interpolanten (vgl. Abschnitt 1.2 auf Seite 8)
wird das Kurvennetz zu einer glatten Fache fortgesetzt.

Abbildung 2.3: Die drei Schritte des MNN-Verfahrens: Links eingiangulierte Datenpunkt-
menge; Mitte das mit dem Funktional von Kolb und Seidel optirerte Kurvennetz (vgl.
Tabelle 2.1); Rechts der resultierende Interpolant.

In der klassischen Form der MNN-Methode in [Nie83] beruht die Vati@n im 2. Schritt
l.w. auf die Charakterisierung der univariaten B-Splines, &i. es wird das Funktional

IDie 75 Grad Grenze ist rein heuristisch; wichtig ist allerdings da der Umkreismittelpunkt innerhalb
des Dreiecks liegt.
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Z
X N 2
(N) = LIS 2.2)
ij 2 ©i i

angesetzt. Hierbei bezeichnet; und €; die Kante bzw. den Kantenvektor zwischen den
Datenpunktenu; und u; . E entspricht die Menge der Doppelindizes, welche die Kanten der
Triangulierung reprasentieren. Zur Menge aller zugelassenen Kurvennetge die Variation
gehoren diejenigeneiber den Kantene; ; ij 2 E de nierten Funktionen N (Kurvennetze)
mit

(N 09‘ 2L,(ej); ij 2 E und

€jj

N ist in allen Datenpunkten u; C-kompatibel (vgl. Abschnitt 1.2.1 auf Seite 7).

Die eindeutige losung zu obigem Variationsproblem ergibt sich als stkweise kubisches
Polynom-Kurvennetz. Die partiellen AbleitungsdatenS,(u;); S,(ui), welche die Tangen-
tialebeneT (, ,)(S) festlegen, ergeben sich alselsung eines regaren linearen N 2N -
Gleichungssystems.

Zur Interpolation des Kurvennetzes mittels trans niten Interpolanten werden d@r die ein-
zelnen Blendoperatoren kubische Polynome als erzeugendenkm angesetzt.

Verfahren FunktigSfalKl;unrtggrve c Kurventyp Stetigk.
Nielson/Franke [NF84] % b %92 de ?'g:;?oir? ct
Pottmann [Pot91] ZO " @k@@f c * de Pcc;)lrér(;o;? :L/()lm C’
Kolb/Seidel [KS95] 2 v 7 dg 7 ge| Veral Spine |

Tabelle 2.1: Die verschiedenen Erweiterungen des urapglichen MNN-Ansatzes von Niel-
son. Das Kurvennetz-Funktional ergibt aus der Aufsummierungller Kurvenfunktionale
(vgl. zweite Spalte)., Kurventyp\ bezeichnet die Klasse der Kurve aus dem das optimal
Kurvennetz besteht.n bezeichnet die Richtung in der Parameterebene senkrecht eu

Die verschiedenen Erweiterungen der MNN-Methode zielen in awRichtungen: Einfegen
von Shape-Parametern wie z.B. Tension-Parametern und dieZ&ugung loherstetiger Kur-
vennetze und Fachen. EineUbersicht ber die unterschiedlichen Methoden gibt Tabelle
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2.1. Die in der Spalte, Kurventyp\ aufgefehrten Splines in Tension und der Verallgemei-
nerten Splines in Tension sind detailiert in [Sch68] bzw. [PB0] beschrieben.

Gegenuber den klassischen Methoden, wie z.B. den radialen Basisfurgkts-Methoden, bie-
tet der MNN-Ansatz den Vorteile, da er sehr gut auf nicht konvexenParametergebieten
eingesetzt werden kann. Zudem ist man in der Wahl des Optimiangsfunktionals viel freier
als bei den Thin Plate Splines.

Die Nachteile des MNN-Verfahrens liegen haupshlich in der numerisch schwierigen Be-
handlung von Flacheneber deinnen und langen Dreiecken der Triangulierung. Des weitare
ist die Verwendung der trans niten Interpolations achen dann problematisch, wenn Kom-
patibilit at mit CAD-Systemen angestrebt wird.

2.1.3 Das Verfahren von Arge, D hlen und Tveito

Ein weiteres Verfahren, welches explizit einen Variationsaatz zur Lesung der funktio-
nalen Interpolationsproblems verwendet, wurde von Arge, D ken und Tveito [ADT94]
vorgestellt. Hierbei mu allerdings auf folgende Besonderhteaufmerksam gemacht wer-
den. Da das Verfahren von Arge, D hlen und Tveito auf einem Dierenzenansatz unter
Verwendung vonGitterfunktionen beruht, kennen nur Datenwerte exakt interpoliert wer-
den, deren zugeoriger Datenpunkt auf einen Gitterpunkt fallt (vgl. Abbildung 2.4). Alle
anderen Datenwerte werden nur approximiert.

Die Methode k t sich in die folgenden zwei Schritte unterteilen:

1. Schritt: Es werden diejenigen Gitterpunkte des regaien Gitters und deren Ordina-
tenwerte bestimmt, die nahe bei den in allgemeiner Lage be fidhen Datenpunkten
u; liegen.

2. Schritt:  Mit Hilfe eines Glattungsansatze$ auf der diskreten Menge der Gitterpunkte
werden die restlichen Ordinatenwerte, die nicht im ersten Sglt bestimmt wurden,
festgelegt.

Das regubre Gitter, welcheseber das Parametergebiet gelegt wird, mu geeignet gevit
werden. Dabei spielen i.w. zwei Anforderungen eine Rolle. Enseits sollen mglichst wenig
Gitterlinien verwendet werden, andererseits darf der Abstandwischen einem Datenpunkt
u; und dem machstliegenden Gitterpunkt nicht zu gro sein.

Die Bestimmung der nahe an dem Datenpunkt; liegenden Gitterpunkten erfolgt nor-
malerweise mittels derk k; -Norm. Fur diese Gitterpunkte wird der Ordinatenwert unter

Ansatz einer lokalen Interpolationsfunktion, z.B. eines ThirPlate-Splines (vgl. Abschnitt

2.1.1 auf Seite 18) auf die exhstliegenden Datenpunkte bestimmt (vgl. Abbildung 2.4).
Alternativ werden die Datenwerte einfachebernommen §ghift), d.h. der lokale Interpolant

wird als konstant angesetzt.

2Der hier verwendete Ghttungsansatz unterscheidet sich von einem Variationsansatz insofern, als da
die geometrische Eigenschaft durch eine Di erentialgleichung und nicht durch ein Funkional dargestellt
wird.
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Abbildung 2.4: Der erste Schritt des Verfahrens von Arge, D hla und Tveito. Das gestrich-
telte Kastchen in der zweiten Figur veranschaulicht eine egliche Wahl der Umgebungefr
einen Gitterpunkt. In der dritten Figur ist zu sehen, welche D&enpunkte zur De nition

des lokalen Interpolanten éir den markierten Gitterpunkt gewahlt werden.

Im zweiten Schritt werden alleebrigen Ordinatenwerte berechnet. Hierzu werden Diskre-
tisierungen von Di erentialgleichungen der Form:

Suuu + Sww =0; (S)=0  bzw. 2(S)=0; (2.3)

angesetzt. Unter Einhaltung der Nebenbedingung (Interpolath der bereits bestimmten
Ordinatenwerte) ergibt sich daraus ein relativ gro es lineges Gleichungssystem in den un-
bekannten Ordinatenwerten, welches mit derkonjugierten Gradientenverfahreraufgebst
wird (vgl. [SS76]). Die Lesbarkeit des Gleichungssystems iseif die oben angegebenen
Di erentialgleichungen bzw. geeigneten Diskretisierungedavon, gevehrleistet (fur eine
allgemeine Betrachtung vgl. [ADT94]).

Arge, D hlen und Tveito verwenden bilineare Interpolation, um aus den diskreten Daten
eine kontinuierliche Interpolations ache zu erzeugen.

Ebenso wie das MNN-Verfahren kann diese Methode auf beliebigear®mnetergebieten an-
gewendet werden. Hierbei ist zu ermhnen, da die Diskretisierungen in Rand- oder Eck-
regionen derart modi ziert werden mussen, da ausschlie lich Gitterpunkte, die innerhalb
des Parametergebietes liegen, in den Ansatz eingehen.

3 bezeichnet den gewehnlichen Laplace Operator #ir bivariate Funktionen: ( S) = Sy, + Sw; 2(S)
bedeutet zweifache Anwendung des Laplace-Operators.
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2.2 Methoden zur L esung des parametrischen Inter-
polationsproblems

Das parametrische Interpolationsproblem besitzt im Gegensatz dem funktionalen Pro-

blem weniger Struktur. So kann das Interpolationsproblema. nicht durch Ansatz einer

parametrischen FacheF : I R® gelbst werden. Betrachtet wird das parametrische
Interpolationsproblem in folgender Form:

das geschlossen oder berandet sein kehn.

Gesucht: Eine globale tangential- odeiG!-stetige Flache, welche die Ecken des Polyeders
interpoliert und dessen Topologie ent.®

Alle vorgestellten Verfahren zur l®sung des parametrischen Interpolationsproblems gene-
rieren ein Kurvennetz, wobei jede Polyederkant¥;V; durch eine RaumkurveC; ersetzt
wird. Das Kurvennetz wird so konstruiert, da die Kurven mit gemeinsamem Endpunkten
G*- oder G?-kompatibel sind und die Ecken des Polyeders interpoliere®olche Kurven-
netze werden als (interpolierendefs- bzw. G2-Kurvennetze bezeichnet.

Um ausgehend von einem Kurvennetz eine regué tangentialstetige Fache zu bestimmen,
mu das Kurvennetz gewisse Eigenschaften eifen.

Abbildung 2.5: Eigenschaften eines Kurvennetzes: Links eincht ordnungserhaltends Kur-
vennetz; die Ordnnung der KantenV;Vi,;ViVi,; ViVi, entspricht nicht der Ordnung der
Tangeten der Kurven in der Tangentialebene béf ;. Rechts ein nicht winkel-reguire Kon-
guration von Tangentialvektoren; der Winkel zwischenCﬁi4(O) und C, ,(0) ist gre er als

4Genauer: Es handelt sich um eine, mglicherweise geschlossene, orientierte, triangulierte, zweidimen-
sionale Mannigfaltigkeit.

5D.h., es gibt einen Hompomorphismus zwischen dem Polyeder und der Bche, der die Eckpunkte des
Polyeders festhalt.
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Bezeichnung 2.2.1 (i) Betrachten wir die EckeV; des Polyeder$® und die dort ausge-
henden, geordneten KantetV;V;, ;
ordnungserhaltendzgl. des Polyeder®, falls die Tangenten der Kurven in jeder Ecke
V; die durch die Polyederkanten vorgegebene Ordnung erhaltévgl. Abbildung 2.5

links).

(i) Ein Kurvennetz heit winkel-regubr, falls alle auftretenden Winkel zwischen den
Tangenten der Kurven in den Eckern> 0 und <  sind. Ausgenommen sind hier
Winkel zwischen Tangenten, deren Kurven zum Rand des Kurveeatzes gebren (vgl.
Abbildung 2.5 rechts).

Wie fur den funktionalen Fall werden im weiteren zuachst die nicht optimierenden und
die optimierenden Verfahren diskutiert. Abschlie end wird ene Modi kation des Ansatzes
von Loop zur Generierung von Splineachen mit beliebiger Topologie aufgezeigt, mit der
diese Methode zur bsung des parametrischen Interpolationsproblems eingesetztrden
kann.

2.2.1 Nicht optimierende Verfahren

Aus der Vielzahl der Verfahren, die zu den nicht optimierendemterpolationsmethoden

im parametrischen Fall gelren, sollen hier nur drei Repaisentanten vorgestellt werden: die
Methode nach Shirman und Sequin, das Verfahren von Petersid der Ansatz von DeRose
und Mann.

Shirman und Squin:

Das Verfahren von Shirman und Sequin wurde in [SS87] vorgedit. In der urspreinglichen
Form war es fehlerhaft, so da in [SS91] eine Errata erschien.

Das Verfahren besteht aus den folgenden zwei Schritten:

Schritt 1:  Ein G!-Kurvennetz bestehend aus kubischen Bezier-Kurven wird geniert.

Schritt 2: Die dreieckigen© nungen des Netzwerkes werden mit jeweils drei Dreiecks-
Bezier achen vom Grad 4, d.h. mit einer 3 4 Split ache, gedllt, so da eine sich
eine globalG!-stetig Flache ergibt.

Zur Bestimmung des kubischeis-Kurvennetzes wird zumchst an jeder Ecke des Polyeders
die Flachennormaleft; abgeschtzt. Dies geschieht mit Hilfe der Normalen der angrenzen-
den Dreiecksseiten des Polyeders, welche gewichtet aufsumimiarden. Gewichtet werden
kann z.B. gleichna ig, mittels des Flacheninhalts der entsprechenden Dreiecksseiten des
Polyeders, mit dem reziproken Fdcheninhalt der Dreiecksseiten oder mit dem einschlie-
enden Winkel der Dreiecksseite bei der entsprechenden Ecke.
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Vi Clkl;l CE;l C£k1;2 CE;Z C‘k1;3 Vj

Abbildung 2.6: Die schematische Darstellung des 34-Splits nach Shirman und Sequin.
Fur die Randkurven werden sowohl die kubischen als auch die gtischen Kontrollpunkte,
gekennzeichnet durch den Superskriptbzw. 4 beretigt.

Fer die zu der Kanter\/,- gehorende kubische KurveC; desG!-Kurvennetzes nussen

noch die Tangenten an den Endpunkten festgelegt werden. Dawird die Kante V;V;
durch Projektion entlang der geschtzten Flachennormalenfl; auf die Tangentialebe-
ne bei V; projiziert. Zudem wird die Lange des Tangentenvektors der Kurve durch
ij’ (0) = kV; Vjkfestgelegt. Durch analoges Vorgehen b¥j; ist die kubische Kurve
Cj vollstandig bestimmt.

Das Einfugen der Kontrollpunkte der Dreiecks-Bezierachen wird #r (r;s;t) 2
f(i;);k);(; k;1); (k;i;j )g wie folgt durchgetihrt:

() D2, ist das Zentrum des Dreiecks V,;C2;;C2%, ,d.h. mit , =

DY;=(1 2)V.+ . C¥+C (2.4)

Wl

(i) A und Ag werden mit Hilfe der Methode von Chiyokura und Kimura (vgl. Ab-
schnitt 1.2 auf Seite 11) berechnet. Dazu werden in den Eckemuéyableitungsvekto-
ren g0 und g, bestimmt, die senkrecht zu den Tangentialvektorelti:f;1 V., bzw.
Vs Ct3;2 in den entsprechenden Tangentialebenen liegenuHineare Gewichtsfunk-
tionen a;; b und

D?;]_ V, = ago Cgl VvV, + l:l;Oeh;O und Dg;l Vs=as1 Vs ng + h;th;Z;
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ergibt sich
Ars = Cf§1+% 2at;o ng Cﬁl + at;l Cﬁl Vr + l:l;Oqt;l"' b(;lqt;o : (2-5)

Einen analogen Ausdruck erélt man fur A . Die Querableitungsvektoreng:.1; €1
und .1 werden durch Mittelung der Querableitungsvektoren an den Etpunkten
bestimmt. Damit entsteht ein lineares Querableitungsvektoeid.

(iii) Der innere Kontrollpunkt D2, ergibt sich aufgrund derG!-Bedingungen nach Farin
rn2
[Far82] (vgl. Abschnitt 1.2 auf Seite 10) mit:

D3,=2 (A + An)+ Efvr+ 1 2, D (2.6)

2

(iv) Der Kontrollpunkt B, ergibt sich zu:

1
- 3 3 3 1 1 1 1 5 3
B = Z Drl Dsl Dtl + 12 _r+ ﬁ-'— 2 4 Dr2 (2-7)
1 1 1 1 5 3 1 1 1 1 5 3
12 24 s 2 ¢ + 4 Ds;2+ 12 25 t 2 + 4 Dt;2

(v) Schlie lich wird das Zentrum Z in den Schwerpunkt des Dreiecks D?,;D3,;D?,
gelegt, d.h.:
z=1D},+D3,+D},: (2.8)
Wir haben hier eine erweiterte Darstellung gemhlt. In der ursprenglichen Version von
Shirman und Sequin wird stets ;, = = = % gesetzt, was die Formeln wesentlich ver-
einfacht. In Abschnitt 4.2 werden wir aber eine Modi kation des urspringlichen Verfahrens
angeben, die auf dieser allgemeineren Darstellung aufbaut.

Das Verfahren von Shirman und Squindst das oben gestellt Interpolationsproblem, falls
das generierte Kurvennetz winkel-regal und ordnungserhaltend bzgl. des Polyedep ist.
In diesem Fall ertalt man sogar eine globalé&! Interpolations ache.

Peters:

Peters [Pet91] untersucht das allgemeine Problem, zu eineraggbenen ordnungserhalten-
den und winkelreguiiren kubischenG?!-Kurvennetz eine globaleG! Flache zu konstruieren.
Hierbei betrachtet er Kurvennetze mit drei- und viereckiger® nungen und versucht nur
eine einzige Bezierache proO nung zu verwenden. Aufgrund des Eckenumschlu problems
(abgelerrzt: EUP; vgl. Abschnitt 1.2 auf Seite 12) nussen Einsch&ankungen an das gegebe-
ne Kurvennetz gemacht werden, d.h. es wird diegsbarkeit des EUP an jeder Polyederecke
vorausgesetzt.

Die ursprengliche Methode von Peters sieht eine starke Eins@mkung bei der Kon gu-
ration von aneinandersto enden Dreiecks-Beziemchen vor. Dies geschieht um die Poly-
nomgrade der Bezier achen auf 4 bzw. 3 3 zu beschanken. Lat man den Grad 5 zu, so
entfallt diese Einschenkung.
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Eine genaue Untersuchung der Methode von Peters zeigt, daurfdie speziellen Anatze
der G! Ubergange zwischen zwei TeilachenS; und S,, d.h. fur

(W(Su(u) +  (U)(Sv(u) + (U)(Sw(u) 0 (u) (u)>0

der Grad des Gewichtspolynoms zu niedrig angesetzt ist. Die Folge ist, da die Glei-
chungssysteme, die sich aus dem EUP an jeder Ecke ergeben, i.ahtnémtkoppelt sind.
Zur Entkoppelung mu gefordert werden:deq ) 3. Zur Lesung dieses Kon ikts gibt es
i.w. drei Meglichkeiten:

Heherer Fl achengrad: Da unter bestimmten geometrischen Voraussetzungeleq ) =
0 oderdeq ) =0 sein kann, mu der Polynomgrad 6 angesetzt werden.

Gradreduktion der Gewichte: Die Gradreduktion der Gewichtspolynomenach Lesen
der entkoppelt betrachteten EUP #ihrt i.a. auf nicht exakte G ®bergange.

Approximatives L esen des EUP: Unter Fixierung der Gewichtsfunktionen; und
werden die Twistpunkte so bestimmt, da sie bestraglich, d.h. mit kleinstem Feh-
lerquadrat, das EUP bsen.

Da die Lesbarkeit des EUP bei kubischen Kurvenef allgemeine Kon gurationen nicht
garantieren werden kann (auch [Pet91] gibt keine Methode awie ein EUP-kompatibles
kubische G!-Kurvennetz konstruiert werden kann), haben wir unsefr das approximative
Lesen des EUP entschieden.

DeRose und Mann:

DeRose und Mann befassen sich in [DM92] mit dé&pproximation von gegebenen fchen
durch kubische Dreiecks-Bezierachen (vgl. auch [Man92]). Hierzu werden an diskreten
Punkte auf der zu approximierenden Fiche die Normalenvektoren und die Krmmun-
gen ermittelt. Diese Punkte werden dann geeignet zu einem Retler mit Dreiecksseiten
zusammengefgt.

Bei der Konstruktion des kubischerG!-Kurvennetzes wird versucht, die bereits vorhandene
Normal- und Kremmungsinformation an den Ecken des Polyeders zu interpok®. DeRose
und Mann verwenden dazu di€&seometrischen Hermite-Polynome&on de Boor, Hbllig und
Sabin [dBHS87].

Dabei handelt es sich um ebene kubische Kurven. Durch Anpassung dangentenlangen
o; 1 an den Endpunkten wird versucht die vorgeschriebenen Kmmungen ; und , zu

interpolieren (vgl. Abbildung 2.7). Dieser Ansatz #éihrt auf eine Gleichung vierten Grades
in den unbekannten Tangenterdngen o und 1, die nicht immer lesbar ist.

Durch De nition einer Ebene E, die die EckenV; und V; sowie den gemittelten Norma-
lenvektor A; + f; enthalt, wird die Raumkurve Cj; des kubischen Kurvennetzes mit dem
Verfahren von de Boor, Hllig und Sabin de niert.
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Abbildung 2.7: Die kubische geometrische Hermite-Interpolathskurve zu gegebener Po-
sition, Tangente und Krimmungsradius und das Einpassen der Eberte zu der Kante
ViVj.

Zur vollstandigen De nition der kubischen Dreiecks-Bezierachen mu noch der innerste
Kontrollpunkt Pi,; bestimmt werden. DeRose und Mann versuchdp;,; So zu legen, da
die entstehende Fdche in den drei Eckpunkten die gegebene ¥mmungsinformation in-
terpoliert. Damit diese Bedingung an der Eck&/; erfullt ist, mu die gemischte Ableitung

der betrachteten Bezier ache S der folgenden Kompatibilimtsbedingung mit der zweiten
Fundamentalform Ily, geregen (hier istV; = P 3q):

[y, (t;%) = hAj j Syy | =600 jP111 Pagol;

wobei d = 3(P210 Pgoo) und v =
3(P21 P3g) die entsprechenden Tangen-
tialvektoren der Randkurven in V; = Pj3g
sind.

Diese Bedingung ist genau dann eindeutig an allen
drei EckenV;V;;V der Dreiecks ache ertllbar,
wenn die drei Normalenvektorem;; i ; i, linear
unabhangig sind.

Die resultierende Interpolations ache ist nicht glo-
bal tangentialstetig. DeRose und Mann geben eine
Verfeinerungsmethode an, bei der durch Hinzu-
nahme weiterer Punkte der urspunglichen Flache
(incl. Normalen und Kremmungsinformation) der
Fehler in der Tangentialstetigkeit verringert wer-
den kann (" G!-Stetigkeit).

Abbildung 2.8: Abschatzung der
Normalenkreammung nach Moreton
und Squin.

Setzt man die Methode von DeRose und Mann auf das Interpolatisproblem im para-
metrischen Fall an, so missen die Normalen- und die Krmmungsinformationen in den
PolyedereckenV; abgeschltzt werden. Die Normalen lassen sich wie beim Verfahren von
Shirman und Squin (vgl. Seite 26) ermitteln. Zur Absclatzung der zweiten Fundamental-
form wird das von Moreton und Sequin [MS92] angegebene Vahren verwendet. Dieses
beruht auf der Abschatzung der Normalenkemmungen #ir die Tangentialrichtungen f‘ij ,
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die durch die Projektion der KantenV;V; auf der Tangentialebene beV; gegeben sind.
Der Kremmungskreis beV; in Richtung f‘ij wird durch die Punkte V;;V; und durch den

an der Normalenfy; gespiegelten Punkt/; bestimmt (vgl. Abbildung 2.8). Die approxima-

tive Lesung des entstehenden, i.aberbestimmten, Gleichungssystems liefert Setzwerte

fur die Eintrage der zweiten Fundamentalform.

2.2.2 Optimierende Verfahren

Aus der Klasse der optimierenden Verfahren werden der Vorschlalielsons zur Erweite-
rungen des MNN-Ansatzes auf den parametrischen Fall und das Vdrfan von Moreton
und Squin beschrieben.

Nielsons Minimum-Norm-Netzwerke

In [Nie88] schagt Nielson eine Erweiterung seiner in [Nie83] eing#frten MNN-Methode
auf den parametrischen Fall vor. Im einzelnen besteht diese Nheide aus folgenden Schrit-
ten:

Lokale Parametrisierung:  Durch einfache Mittelwertbildung werden an den Eckpunk-
ten des Polyeders aus den Normalen der umliegenden DreieckeseVektoren W;
abgesclatzt. Die Vektoren W; representieren die lokale-Achse beiV;. W; wird zu
einem orthonormalen Koordinatensystenf (i;; ¢;; W;g erganzt.

Durch orthogonale Projektion der entsprechenden Polyedetiten V;V; auf die
(0i; ¢i)-Ebene und anschlie ender Normierung esit man Richtungsvektoreng;; .

Optimierung der Normalen und Generierung des Kurvennetzes: Die Variablen
fur die Optimierung im funktionalen Fall sind die unbekannterpartiellen Ableitungen
Su(ui); Sy(ui) in den Datenpunkten. Zuatzliche geometrische Go en, die im funk-
tionalen Fall eine Rolle spielen, sind die Koe zienten j; j; der Kantenvektoren
u; uj; ij 2 E in der kanonischen (; v)-Basis der Parameterebene (vgl. Abschnitt
2.1.2 auf Seite 21).

Fur den parametrischen Fall modi ziert Nielson das aus dem funlkdanalen Fall expli-
zit bekannte Gleichungssystem zur Optimierung des Kurvennetg. Dazu werden die
Koe zienten j; j durch&; = ;0;+ ;¥ de niert. Die Variablen Sy(u;);S,(u;)
werden durch die Komponenterty; ¢ix; k = 1;2;3 der zu optimierenden lokalen
Basisvektorend;; ¢; ersetzt. Es entsteht ein 81 6N Gleichungssystem.

Die optimierte Normale ergibt sich durch die neu bestimmten Ve&ren t; und v; :
i, :(Ui Vi):ktli Vik.

Die Richtung der Tangente der kubischen Kurv€;; desG*-Kurvennetzes wird durch
Projektion der Kanter\/j auf die durchnfy; de nierte Tangentialebene bestimmt. Die
Lange der Tangente wird als Shape-Parameter verwendet: Deeritzer spezi ziert
den Parameter ; bzw. j fur jede Ecke bzw. éir jede Kante des Polyders. Die &ngen
der Tangente der KurveC; am Anfangspunkt wird durch max ;; j g festgelegt.
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Generierung der FI achen: Durch Verwendung der in [Nie87] dér den parametrischen
Fall vorgestellten Variante des trans niten Interpolanten eber Dreiecken (vgl. Ab-
schnitt 1.2 und [Nie79]) wird das Kurvennetz zu einer globale@® Flache fortgesetzt.

In dieser ursperinglichen Version wird das Kurvennetz nur einmal optimiertDie parametri-
schen Kurvennetzmethoden, wie sie in den Abschnitten 4 und 5 verggellt werden, arbeiten
iterativ, d.h. die durch die Optimierung des Kurvennetzesreugten Normalen werden im
nachsten Schritt als lokalez-Achse verwendet. Die Methode von Nielson wurde in der
vorliegenden Implementation ebenfalls um einem derartigdterationsansatz erweitert.

Problematisch scheint bei der von Nielson vorgeschlagenen Medleodie direkte Abwand-
lung der Optimierungsmatrix des funktionalen Problems. Zudu ist die Handhabung der
Shape-Parameter in diesem Fall schwieriger als im funktioread Fall: Wahlt man, was hau g
gemacht wird, einen globalen Parameter = ; = j, so sind, unbeachtet der Geometrie
des Problemsalle Endtangenten der Kurven des Kurvennetgleich lang Ahnlich verhalt
es sich bei alleiniger Verwendung der Tensions-Parameter in den Ecken. Wie unsere
Tests gezeigt haben, mu diesgStei gkeit in der Festlegung der Tangentenkngen aufge-
hoben werden. Dies kann z.B. dadurch erreicht werden, da e@iTangentenangen zumchst
wie beim Verfahren von Shirman und Squin entsprechend demhge der Polyederkante
bestimmt werden (vgl. Abschnitt 2.2.1 auf Seite 26). Anschlie eth werden die Tangenten
mit dem Shape-Parameter skaliert.

Verfahren von Moreton und Squin

Moreton und Sequin stellen in [MS92] ein Verfahren zur ésung des parametrischen In-
terpolationsproblems vor, das auf einer funktionalen Optimerung des Kurvennetzes und
der eingetigten Flachenseicke beruht (vgl. auch [MS91, Mor92]). Hierbei werden die ex-
akten Funktionale zur Bestimmung der Kemmungsvariation des Kurvennetzes und der
Flachensegmente angesetzt. Das optimierte Kurvennetz wird ai$vVC-Kurvennetz (mi-
nimum variation curves), die optimierte Flachen alsMVS-Flachen (minimum variation
surfaces)bezeichnet.

Das Kurvennetz wird aus quintischen Bezier-Kurven zusammeyesetzt, wobei die Kur-
ven an den gemeinsamen Eckpunkte@? kompatibel sind. Die von Moreton und Sequin
verwendete Repasentation des quintischerG2-Kurvennetzes lennen neben den Fichen-
parametern in den Eckpunkten (Fachennormalen, zweiten Fundamentalform) auch alle
Kurvenparameter variiert werden, die nicht durch dieG?-Kompatibilit at bestimmt sind.

Die Optimierung des Kurvennetzes beruht auf dem Funktionalzur Bewertung der

Kremmungsvarianz einer KurveC:

|
Z y(s) $ 2

(C) = ds; (29)

o ds
wobei bzgl. der Bogereinge vonC integriert wird. Das Funktional fer das gesamte Kur-
vennetz ergibt sich als Aufsummierung aller Kurvenfunktiona. Die Optimierung kann

aufgrund des hochgradig nichtlinearen Funktionals nur nuarisch gehandhabt werden. Mo-
reton und Squin verwenden hier das konjugierte Gradienteerfahren (vgl. [SS76]). Da das
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Kurvennetz nicht linear von den variablen Ge en des Kurvennetzes abangt, kommt ei-
ne Linearisierung unter Ansatz eines quadratischen Funktioralnicht in Betracht (vgl.
Abschnitt 1.3).

Das Kurvennetz wird mit quintischen Dreiecks-Bezierachen aufgedllt. Optional lassen
Moreton und Squin auch viereckige Polyederseiten zu und gen bei solchen Seiten dann
biquintische TP-Bezier achen an.

In der ersten Variante des Verfahrens wird das optimierte Kwennetz von den einzupas-
senden Bezier achen interpoliert. Alternativ kennen gleichzeitig die Randkontrollpunkte
und die inneren Kontrollpunkte der Bezier achen variiert werden. Das angesetzte MVS-
Flachenfunktional hat folgende Gestalt

Z 2 2

(S) = @, + @. d!:
@ @:

Anders als #ir das Kurvennetz, integrieren Moreton und Squin beim Eipassen der Fhchen
nicht die Bedingungen #r die Tangentialstetigkeit in die Darstellung des Fhchennetzes.
Sie setzen eine Abwandlung der DeRose-Bedingungen Tangentialstetigkeit als Fehler-
funktional an (vgl. Abschnitt 1.2 auf Seite 12 und [DeR90]) und kombinieredieses mit
dem Optimierungsfunktional . Fer einen konkreten®bergang zwischen den EchenS;
und S, verwenden Moreton und Sequin den folgenden Ansatz:

|
NeH1+ N2 X Ng N1 ny *2
_ i K . .
(S) - m Julivj 1ij
m=0 i+j+k:m Nct+Ni+ng

Fur (S) = 0 ist nach DeRose [DeR90] Tangentialstetigkeit vors; und S, entlang der
betrachteten Kante garantiert.

Moreton und Sequin setzen eine Kombination der beiden Funikdnale und an, wobei
im Verlauf der Optimierung das MVS-Funktional ,ausgeblendet\ wird. Dadurch wird
erreicht, da der Ein u des Fehlerfunktionals gegen Ende @r Optimierung zunimmt, und
damit der Fehler in der Tangentialstetigkeit der Fachen minimiert wird.

Das Verfahren von Moreton und Sequin liefert i.a. Interpchtions achen von sehr hoher
Qualitat. Der Preis hierr ist ein sehr gro er Rechenaufwand. Zudem ist die Wahl der
geeigneten Gewichtung des Fehler- und des #&inmungfunktionals bei der Fachenopti-
mierung eine di zile Angelegenheit (vgl. [Mor92, Wei94]).

2.2.3 Spline achen mit beliebiger Topologie

In den letzten Jahren wurde eine Reihe von Methoden zur Gemenung von polynomiellen
Spline achen mit Kontrollpolyedern beliebiger Topologie vorgesie (vgl. [LD90, Pet93,

Loo94a, Loo94b, Pet94]). Die grunagzliche Idee dieser Verfahren ist es, eglichst ein-
fache Algorithmen zur Erzeugung von sickweise polynomiellen Flchen #ir allgemeinere
Kontrollstrukturen als fer regulare TP-Kontrollnetze zu erhalten.

Diese meisten dieser Verfahren arbeiten nach folgendem Prmzi
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Verfeinerung des Polyeders: In einem ersten Schritt wird das Ausgangs- oder Kon-
trollpolyeder durch Anwendung von Unterteilungsschritten vefieinert. Normalerweise
werden ein oder zwei solcher Unterteilungsschritte durchagirt.

Generierung von Bezier achen: Unter Ausnutzung lokaler Regularimtseigenschaften
des verfeinerten Polyeders lassen sich Bezi@chen (Dreiecks- oder TP-Bezierachen)
zu diesem verfeinerten Polyeder de nieren, die relativ eiathenG?! &bergangsbedin-
gungen gemgen.

Der Vorteil dieser Verfahren liegt in der einfachen Formulieing der G' ®bergange, die
eine sehr schnelle Generierung der einzelnen Beziechen ernoglicht. Zudem haben die
Bezier achen relativ niedrigen Polynomgrad. Die Ecken des Ausgangsgeers werden
von diesen Verfahren nicht interpoliert. Diese Algorithmen geerieren meist sehr viele
Bezier achen.

Am Beispiel der Methode von Loop [Loo94a] wird im folgenden d&otential dieser Spli-
ne achen zur losung des parametrischen Interpolationsproblems untersuchdierzu wird
zunachst der Algorithmus nach Loop beschrieben. Anschlie end wirdree Meglichkeit an-
gegeben, wie dieser Algorithmus auf das parametrische Intetgtionsproblem angewendet
werden kann.

Das Verfahren von Loop

Die in [Lo094a] beschriebene Methode zur De nition von Spkneachen verwendet quarti-
sche Dreiecks-Bezierachen zur lokalen Repmsentation der Fache. Im Gegensatz zu den
Algorithmen von Peters [Pet93, Pet94] wird bei Loop nur ein Umrteilungsschritt zur
Verfeinerung des Polyeders durchgfrt. Hierzu wird fer jede Seiten ache des Polyeders
eine Reihe neuer Punkte konstruiert, welche dann die Eckputgkdes neuen, verfeinerten
Polyeders ergeben.

das einfache Mittel der Eckpunkte, d.h.O = %fvi1 + 111+ V0. Fur die EckeV;; wird
die neue EckeQ;; de niert durch:

Qij = %O+ %Vij 1 + %Vij + %Vijﬂ: (210)

Das verfeinerte Polyeder ergibt sich durch geeignete Verlitng der neuen Punkte: Jeder
neue PunktQ;, wird mit seinen NachbarpunktenQ;, , und Q;,,, derselben Polyederseite
sowie mit den jeweiligen neuen Punkten der aR in V;, angrenzenden Seiten verbunden.
Die Ecken des verfeinerten Polyeders sind damit immer mit gan 4 Punkten verbunden,
sofern sie nicht auf dem Rand des Polyeders liegen (vgl. Abbilay 2.9).



2.2 Methoden zur L esung des parametrischen Interpolationsproblems 35

Abbildung 2.9: Links: Die Durchithrung des Verfeinerungsschrittes am Beispiel eines Qua-
ders; Rechts: Zu der Eckd&/ des verfeinerten Polyeders wird ein Quad-Net generiert.

Nach der Verfeinerung des Polyeders wiraif jede EckeV des verfeinerten Polyeders ein
sogenanntefQuad-Netde niert. Quad-Nets beschreiben die Splineache lokal und werden

als Zwischenstruktur #ir die Generierung der eigentlichen ichenelemente, den Dreiecks-
Bezier achen, verwendet.

Das Quad-Net wird durch die vier kubischen Bezierkurven mit én Kontrollpunkten

[Ao; A10;A20;Aso], [Az0; Az Az Asal, [Aza; AzzAxz; Aos] und [Aos; Aoz Aor; Agg] be-

grenzt (vgl. Abbildung 2.9). Diese Randpunkte werden von bechbarten Quad-Nets ge-
teilt. Die Ecken Aqo; A 30; Aoz Und A 33 des betrachteten Quad-Nets fallen auf die Mittel-
punkte der umliegenden Seiterachen des verfeinerten Polyeders. Die aiglichen Kon-

trollpunkte A 11;A21; A2 und A 1, werden zur De nition der Querableitungen entlang der
entsprechenden Randkurve beantigt.

Man beachte, da die Bezeichnung der Quad-Net Kontrollpunld so gewhlt ist, da A 3
und A o3 Mittelpunkte von Vierecken sind. Dies ist immer neglich, da bei der Verfeinerung
des Ausgangspolyederaif jede Kante eine viereckige Seitemche entsteht.

Die Quad-Net Kontrollpunkte um einen Eckpunkt A oo werden so gewhlt, da sie ein
gleichseitigek-Eck mit Zentrum A oo bilden, wobeik die Zahl der in der betrachteten Ecke
zusammenkommenden Quad-Nets ist. Analog werden die Kontrollpkte A 3o; A 33 und A g3
ermittelt. Das Einpassen des gleichseitigek-Ecks erfolgt so, da sich &ir TP-artige Kon-
trollpolyeder gerade die Bezier-Darstellung der B-Splinaurven entlang der Knotenlinien
ergibt. Auf ahnliche Weise werden die zes$zlichen Kontrollpunkte A 11; A2, A und A g,
festgelegt.

Als letzter Schritt werden fur jedes Quad-Net vier Dreiecks-Bezierachen bestimmt, die
die Randkurven und die Querableitungen des Quad-Nets intesperen. Da in den Ecken
A oo die durch die Querableitungen gegebenen gemischten patgal Ableitungen fur die
beiden Kanten i.a. nicht mbereinstimmen, kann nicht mit einer einzigen TP-Bezierache
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gearbeitet werden (Details zur Bestimmung der Bezier-Kombllpunkte gibt [Lo094b]).

Loop behandelt noch einige Spezialiie in denen bei gewissen regarien Eigenschaften
des Kontrollpolyeders mit Flachen niedrigerer Ordnung gearbeitet werden kann. An der
grundsatzlichen Vorgehensweisandert sich dabei nichts.

Interpolation von Polyederecken

In diesem Abschnitt wird eine Methode angegeben, mit der die Bk des urspunglichen
Polyeders interpoliert werden lnnen. Die grundsitzliche Idee ist es den urspmglichen
Polyeder ,aufzublasen\, so da die Splineache die durch das,aufgeblasene\ Polyeder
de nert ist, die Ecken des urspenglichen Polyeders interpoliert. Einahnlicher Ansatz
wird auch von Halstead, Kass und DeRose verwendet umarfeine spezielle Klasse von
Subdivision-Flachen die Interpolationseigenschatft zu erhalten (vgl. [HKD93

Bei der Verfeinerung des Polyeders entstehuif jede Ecke, #r jede Kante und fur jede
Seite des Ausgangspolyeders eine neue Sei#he (vgl. Abbildung 2.9). Die Mittelpunkte
der Seiten achen des verfeinerten Polyeders werden durch die Splimehe exakt interpo-
liert. Dies legt es nahe den Mittelpunkt der aus der Eck¥ entstehenden Seitenache als
Bildpunkt V von V zu betrachten. Die Lage vonV hangt von allen Ecken der beV

anliegenden Seiterachen des Ausgangspolyeders ab.

Werden die Eckpunkte des urspimglichen und des verfeinerten Polyeders um die Ecké
wie in Abbildung 2.1gbezeichnet, so ergibt sich der Bildpunkt im Spezialfall einer Wirfe-
lecke zuV = 2V + S sVi+ =V, . Es folgt daraus, da die Transformationsmatrix
T mit

0 1 0 1

Vi1 V1
T K=B:%

VN VN

diagonaldominant und damit invertierbar ist.
Die Diagonaldominanz gilt auch ér den allge-
meinen Fall, wennk Kanten beiV anliegen.
Die Kontrollpunkte des ,aufgeblasenen\ Po-
lyedersV; werden durch Au esen von (2.11)
mit entsprechender rechter Seite gewonnen.
Damit ist sichergestellt, da die Spline ache
zu dem durch die Kontrollpunkte V; de -
nierten Polyeder genau die EckenVi;i =

Abbildung 2.10: Bestimmung des Bildpunk-

liert. .
potier tesV der EckeV auf der Spline ache.



Kapitel 3

Ein Ritz-Galerkin-Ansatz f  wr das
funktionale Interpolationsproblem

Im vorangegangenen Kapitel wurden verschiedene Verfahrear 2 esung des funktionalen
Interpolationsproblems beschrieben (vgl. Abschnitt 2.1). Bisuf das Verfahren von Ar-
ge, D hlen und Tveito wurde dabei keine explizite Optimierung der Interpolations ache
durchgetihrt.

In diesem Kapitel wird ein neues Verfahren basierend auf eineRitz-Galerkin-Ansatz

vorgestellt (vgl. [Rie95]). Als Interpolations achen werden hier TP-B-Splineachen ange-
setzt. Dieses Verfahren steht mit der in Abschnitt 2.1.3 beschrieben Methode von Arge,
D hlen und Tveito in etwa im gleichen Verhaltnis wie der Ritz-Galerkin-Ansatz zu dem
Di erenzenansatz bei der numerischen Behandlung partielldi erentialgleichungen.

Als Interpolations ache wird eine bikubische TP-B-Splineache angesetzt. Im Gegensatz
zum univariaten Fall, fer den eine eindeutige Charakterisierungif die Losbarkeit des Inter-
polationsproblems mit B-Splines existiert (der Satz voischoenberg-Whitneyvgl. [dB78]),
kann im bivariaten Fall keine eindeutige Aussage gemacht werte

Die grundsatzliche Idee des im folgenden beschriebenen Verfahrens bastarin, ein relativ
feines Knotengitter #ir die B-Spline ache anzusetzen und alle nicht durch die Interpola-
tionsbedingungen festgelegten Freiheitsgrade durch einenriionsansatz zu bestimmen.
Das Verfahren besteht aus den folgenden zwei Schritten:

Knotenwahl: In u- und in v-Richtung werdengeeignetequidistante KnotenvektorenU =

in u bzw. v-Richtung gewahlt.! Die Interpolations achen wird als bikubische TP-B-
Spline mber dem durchU und V gegebenen Knotengitter angesetzt. Wir betrachten
die BasisfunktionenN;>? = N, immer symmetrisch bzgl. der Knotenx,, d.h. fur

| =(ig;ip) hat N, den Trager Wi, 2; Ui +2]  [Vi, 2;Vi+2].

Variationsproblem:  Unter allen interpolierenden TP-B-Spline achenS uber dem Kno-

ein gegebenes Funktional minimiert:  (Sp) (S).

!Die Knoten des Knotengitters werden mit x, fur den Doppelindex| = (i1;i,) bezeichnet.



38

Ein Ritz-Galerkin-Ansatz f  wr das funktionale Interpolationsproblem

Die Lesung des Variationproblems beruht auf der Betrachtung votokalen Interpolati-

onsproblemenAnhand der Lesbarkeit von lokalen Problemen kann einerseits auf die Exi-
stenz einer globalen Interpolationsache geschlossen werden. Andererseits wird die gesuchte
FlacheS, durch das iterative Losen der lokalen Interpolationsprobleme bestimmit.

Der hier verfolgte Ansatz hat gegesber dem Verfahren von Arge, D hlen und Tveito vor
allem folgende Vorteile:

Die vorgegebenen Datenwertg;; i = 1;:::; N werden exakt interpoliert.
Die entstehenden Gleichungssystemarfdie Optimierung sind i.a. kleiner.
Die resultierende Interpolations eche ist C2-stetig.

Die Interpolations ache liegt in einem CAD-kompatiblen Format vor.

In den folgenden Abschnitten werden die beiden Konstruktionssatie im Detail beschrie-

ben. Hierbei wird zurachst die Wahl der Knotenvektoren esdutert (Abschnitt 3.1). Der

Variationsansatz wird dann anschlie end in Abschnitt 3.2 behanelt. Abschlie end wird

die neue Methode in Abschnitt 3.3 mit einigen der bekannten Mebden aus Abschnitt 2.1
verglichen.

3.1 Die Wahl der Knotenvektoren

Zunachst diskutieren wir wie eingeeignetesaquidistantes Knotengitter mber dem Parame-
tergebiet de niert werden kann. Hierbei ist vor allem die bsbarkeit der folgenden lokalen
Interpolationsprobleme von Bedeutung:

Betrachtet wird ein 4 4 Teilmenge von benachbarten BasisfunktionelN, mit
Datenpunkte u; innerhalb des Tmgers der 4 4 Basisfunktionen

R, = [ supp(N;): (3.1)

J2G,

Das lokalg, Interpolationsproblem G;F,) besteht nun darin, eine Fache
Si(uv) = ;6 BNy (U;v) zu nden mit S(ui) = f; furallei 2 F.

Die Lesbarkeit der lokalen Interpolationsprobleme@ ; F,); | = (4k;4l) garan-
tiert die L esbarkeit des globalen Interpolationsproblems, d.h. es gibine, i.a.
nicht eindeutig bestimmte, TP-B-Spline ache S mber dem Knotengitter mit

Daraus ergeben sich folgende Anforderungen an das Knoteneitt
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() Das Knotengitter ist so zu wahlen, da alle Datenpunkte u; im Inneren o, d.h. in
dem rechteckigen Bereichuf;u, 1] [Vi;Vm 1] liegen?

(i) Hinsichtlich des oben beschriebenen lokalen Interpolathsproblems mu gelten (vgl.
Abbildung: 3.1):

(a) Die Zahl der B-Spline Basisfunktionen inu bzw. v Richtung, alson + 1 und
m + 1, mu durch 4 teilbar sein.

(b) Die Anzahl der Datenpunkte u; in R, soll ein vorgegebenes Maximum nicht
eiberschreiten. Dies ist notwendig um lokal eine ausreichende Zahl von Frei-
heitsgraden #r die Optimierung der Interpolations ache zu haben. In der Praxis
hat sich hier die Einschankung auf maximal sieben Datenpunkte als geeignet

erwiesen.
(c) Die lokalen Interpolationsprobleme G;F,); | = (4k;4l); k = O;:::;%
1, 1=0;:::; ™1 1 mussen bsbar sein.

Abbildung 3.1: Anforderungen an das Knotengitter: Alle Datenpnkte u; liegen im Inneren
o, die lokalen Interpolationsprobleme G ; F,) sind lesbar und es liegen nicht mehr als
sieben Datenpunkte in den RegioneR,.

Ein geeignetes Knotengitter ist nun dadurch ausgezeichnetades diese Anforderungen
erfullt.

Zur Uberprufung der Lesbarkeit der lokalen Interpojationsprobleme@; Fy); | = (4k; 4l)
wird einfach das aus den Interpolationsbedingungen 3126, byN;(u;) = fi; i 2 F, hervor-
gehende Gleichungssystem

2e)ber diesem Bereich bilden die FunktionenN, eine Basis des Raumes der stkweise bikubischen,
C?-stetigen Polynome.
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0 1 O 1

o 1 0 10 b ‘.
P K= B : k=B:%x 2
B +(3:3) Ny (uig, ) Ni+;3)(Uig, ) b.:G 3 fig

mit d, = kF k 7 untersucht. Hat P, vollen Rang, so ist das lokale Interpolationsproblem
(G;F)) lesbar.

Das Knotengitter wird, beginnend mit einer Ausgangsuntertaiing die Bedingung (iia)
geregt, solange verfeinert, bis auch die Bedingungen (iib) undig) erfullt sind. In der
Praxis hat es sich gezeigt, da Knotengitter mit maximal siebe Datenpunkte u; in den
RegionenR; | = (4k;4l) bereits der Bedingung (iic) hinsichtlich der losbarkeit des
lokalen Interpolationsproblems gewngen.

N (ui,) N1+ :3)(Ui,)

3.2 Der Variationsansatz

In diesem Abschnitt beschreiben wir den Variationsansatz, mit demlie nicht durch die In-
terpolationsbedingungen bestimmten Freiheitsgrade der TP-Bpline ache bestimmt wer-
den.

Als einfaches Funktional wird das Thin-Plate-Funktional TP verwendet (vgl. Gleichung
(2.1) auf Seite 19). Alternativ wird das im folgenden beschiieene datenablngige Thin-
Plate-Funktional eingesetzt (vgl. [Gre94b, Rie95]).

Betrachtet man das zweidimensionale Vektorfelti{u; v) = (t1(u;V);t>(u;Vv)), so ergibt sich
das Di erential von t zu
pr= (e (ta)y

(t2), (t2),

Fur eine skalarwertigen Funktionh kann das Thin-Plate Funktional mit Hilfe dieses Di e-
rentails und des Gradientergrad(h) folgenderma en geschrieben werdeh:
z Z
tr (D(grad(h)))® dudv= hZ, +2h2 + h2, dudv:

Im wbrigen ist Hesgh) = D (grad(h)) gerade dieHesse-Matrixder Funktion h, die sich in
diesem Fall als die zu der quadratischen Form

hD (grad(h))ajbi

bzgl. des gewhnlichen inneren Produkts gebrige Matrix ergibt.

Zur De nition des Thin-Plate Funktionals fer die Funktion h auf der FlacheS® wird anstelle
des gewhnlichen Gradientengrad der Gradient gradso bzgl. der FlacheS° verwendet. Fur

eine konkrete Parametrisierung der EicheS® : | R; R? und eine skalarwertige
Funktion f : ! Rwird der Gradient vonf bzgl. S° mit Hilfe der ersten Fundamentalform
von S° gebildet (vgl. [KIi78]): gradso(f) = (fu;fv)lsol.

3tr (M) ist die Spur von M .
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Das Di erential bzw. die Ableitung des Vektorfeldes wird duch den Begri der kovarianten
Ableitung r so(t), wie er fur das tangentiale Vektorfeldt auf der Flache S° de niert ist,
ersetzt. Die kovariante Ableitungr so(t) eines tangentialen Vektorfelde$ ist eine lineare
Abbildung des Tangentialraumes in sich selbst.#f eine Parametrisierung des tangentialen
Vektorfeldest(u; v) = (t1(u;V);t2(u; v)) wird die kovariante Ableitung durch die folgende
2 2 Matrix beschrieben (vgl. [Kli78]):

(tutty it 3 (M)vtty Hhtts 3

r so(t) =
s(t) (t)utty L+t 3 (vt+ty S+t 5

wobei Ij die sogenannterChristo el-Symbole zweiter Art sind. Bezeichnen wir die erste
Fundamentalform und ihre Inverse mitl = ( g; )i;j bzw. mit | * = (g!).., so ergeben sich
die Christo el-Symbole erster und zweiter Art zu

_ nSOjS,i hS)jSY, i o nSOjSh,i hSjSy,i

11T hsljsl i hsYjsy,i 127 hsljsy, i hsPjsy,i

i !

bZW.
k — k1 k2 .

Die entsprechende Form der Hesse-Matridessso fur die Funktion h auf S° wird wber
hr o (gradse(h))ajb iTSO(u;V)(SO)

bzgl. der Metrik im Tangentialraum T so(u.,) (S°) bestimmt. Konkret ergibt sich:

Hessu(e 1t Mw Mo o hoh o h %
eSSSO( )_ S0 h h u 1 1 v 2 2
uv vV 21 22 21 22

Als datenabhangiges Thin-Plate Funktional wird fur die parametrische Fache S(u;v) =
(S1(u; v); Sp(u; v); Ss(u; v))' angesetzt:

Z xs
$(9) = tr Hesss(Si)? d! o

i=1
Hierbei ist d! 5o das Flachenelement der ReferenacheSP.

Ist die Flache S identisch mit der Referenzache S°, so gilt fur dieses Funktional (vgl.
[Rie95]): 7

&% (S) = i+ Zds

In unserem Fall ist S° selbst funktional, d.h. S°(u;v) = (u;v; S°(u;Vv))!. Integriert wird
stets wber dem Inneren  (vgl. Bedingung (i) auf Seite 39).

Flache Sy, mit minimalem Funktionalwert  (So) (S); 2f ™P; IFgzu nden.

Der Lesungansatz beruht auf der Lagrange Methode. Da die Knotenteken und damit
die Gesamtzahl der angesetzten B-Spline Basisfunktionen relagro sind, kommt ein
direktes Au esen der entstehenden Matrix nicht in Betracht.
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Formal erhalt man durch den Lagrange Ansatz folgendes Gleichungssystem:

= ; (3.3)

wobeib und d in Vektorschreibweise alle Kontrollpunkteb und alle Lagrangeschen Mul-
tiplikatoren beinhalten. f ist der entsprechende Vektor der alle Datenwertg enthalt. Die
Matrix A ist die innere Produktmatrix A = (hN, j Ny i ) bzgl. des dem Funktional zu-
geordneten inneren Produktsh j i . Die InterpolationsbedingungenS(u;) = fi; i =

Das Gleichungssystem (3.3®lt sich nicht mit dem einfachen Gau -Seidel oder SOR Ver-
fahren lesen, da die Matrix verschwindende Diagonalelemente besititlir verwenden da-

her eine Blockversion dieser iterativen Verfahren. GeeigmetBlecke ergeben sich durch
eindeutige Zuordnung der Datenpunkteu; zu den 4 4 benachbarten Basisfunktionen
mit Indizes G; | = (k;Il). Ordnen wir alle Datenpunkte aus dem halbo enen Rechteck
[uc % uc+ Bl [vi B+ <[ den entsprechenden 4 4 Basisfunktionen zu, so ergibt
sich ein neues lokales InterpolationsproblemG(; F;) mit F;  F, (vgl. Abbildung 3.2).

Durch diese Anordnung ergibt sich das zu (3.3quivalente System:

0 1

Ci:0)
Cuo)
. : X=r; (3.4)

G

wobei C, die Matrix des lokalen Optimierungsproblems @ ; F;); ist. In Lagrange-Form
stellt sich das lokale Interpolationsproblem @G ; F;) folgenderma en dar:

A PY b

122y
=

= : (3.5)

Die Ausdrecke A;;P;; b, und f, sind dieselben Go en wie in Gleichung (3.3) angewen-
det auf das lokale Problem G ; F;). Die hier vorgenommene Zuordnung der Datenpunkte
garantiert die Lesbarkeit der lokalen Interpolationsproblemé.

Damit ist das Lesen des lokalen Optimierungsproblem&(; F;) in Gleichung (3.5) aquiva-
lent mit der Durchfehrung eines Block-Gau -Seidel oder Block-SOR Teilschrigss bzgl. des
urspreinglichen Problems (3.3).

“Die Lesbarkeit des Interpolationsproblems istaquivalent damit, da P; vollen Rang hat. Da aber schon
P, vollen Rang hat und P; ausP, durch Streichen gewisser Zeilen hervorgeht, haP; immer vollen Rang.



3.3 Vergleich der funktionalen Interpolationsmethoden 43

Alternativ k ennen auch die lo-
kalen Interpolationsprobleme
(G;F) wie in Bedingung (ii) T
angesetzt werden. Auf das Kon-
vergenzverhalten des Algorithmus
hat dies in der Praxis keine Aus-
wirkung. In allen Fallen wird eber
dem Trager R, integriert (vgl.

Gleichung (3.1)). .
Der Algorithmus zur Lesung
des  Variationsproblems be-
trachtet nacheinander alle lo-

|
|
|
]

:;i

[

o [
I
|

kalen Interpolationsprobleme
(G;F); | = (4k;4) bzw. Abbildung 3.2: Die Zuordnung der Datenpunkte
(G;F); 1 =(4k; 4). durch Umordnung des globalen Gleichungssystems.

Wird das datenablangige Thin-Plate Funktional zur Optimierung verwendet, sanu eine
geeignete Referenache gewhlt werden. Dies geschieheiber eine least-squares Approxi-
mation an die Datenwertef;. Die Approximations &che wird eber einem geberen Kno-
tengitter mit Gitterabstand hy;h, de niert. h, bzw. h, wird als Vielfaches vonh, bzw.
h, gewahlt, wobei die entsprechende Anzahl der Kontrollpunkte wes#ith kleiner als die
Zahl der Datenpunkte sein mu .

3.3 Vergleich der funktionalen Interpolationsmetho-
den

In Abschnitt 2.1 wurden verschiedene bekannte Verfahren zuresung des funktionalen
Interpolationsproblems beschrieben. Des weiteren wurde irel diesem Kapitel eine neue
Methode basierend auf einem Ritz-Galerkin Ansatz vorgestellRieses neue Verfahren wird
im folgenden mit einigen bekannten Verfahren verglichen.

Die Vergleiche beruhen auf der bei der Interpolation vertker Daten im funktionalen
Fall weit verbreiteten Vorgehensweise: Von einer bekannterufktion S, der sogenann-
ten Testfunktion, werden #ir zufallig verteilten Datenpunkten u; die Funktionswerte S(u;)
ermittelt. Die verschiedenen Rekonstruktionsverfahren weesh anschlie end auf den so ge-
nerierten Satz von Interpolationsdaten angewendet.

Als Gutekriterium fur die einzelnen Interpolationsverfahren werden neben denisuel-
len Vergleich zwischen Testfunktion und Interpolationsache der erzeugten Interpolations-
ache vor allemKrummungsplotsverwendet. Hierbei wird meist dieGau kr ummungoder
die mittlere Kr ummungdurch Abbildung der Krammungswerte auf eine festgelegt Farbs-
kala von Rot nach Blau visualisiert. In der Praxis zeigt sich, daungeweinschte, lokale De-
formationen in einer Flche, die mit blo em Auge nicht mehr sichtbar sind, mit Hilfe der
Krummungsvisualisierung erkannt werden énnen. Zur Konvertierung der Kemmungs-
werte auf die Farbskala wird eine lineare Abbildung eines vaggebenen Intervalls von
Kremmungswerten verwendet. Die Farbskala wird zur Orientierumin den nachfolgenden
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Abbildungen mit dargestellt.

Als Testfunktionen werden die Funktionen von Lyche und MorkefiLM87]:
Sixy) =1 5% %°+1000(1 x)°x3(1 )%y

von Franke [Fra82] :

9x 2)2+9y 2)? (9x+1) 2 + Y+l
4

3
+ ZE€Xp 29 10

Sx(x;y) = 3 exp
Prep  OEENE s fen (x 47 (7

und von Ritchie [Rit78]:

8
3 1 fallsy 2:11x+0:1 1
Sy(x:y) = 2y 21x+0:1) fallsO0O y 21x+0:1< %
3\ = 4r (xy))+1 .
3 gos(fr Loyl falls r(x;y) 1
0 sonst,

mit r(x;y) = P (2:1x 1:6)2+(y 0:5)? eingesetzt. Abbildung 3.3 zeigt die Testfunk-
tionen mit ihren zugelorigen Krammungsplots, Gau krammung far S; und S,, mittlere
Krammung fur Sz, eber dem Parametergebiet [QL. Fur jede Funktion wird jeweils eine
feste Datenpunktmenge zur Interpolation benutzt. Die Datepunktmenge zuS; hat 75, die
Datenpunktmenge zuS, 100 und diejenige zuS; 200 Punkte.

Da beim Verfahren nach Arge, D hlen und Tveito die Interpolations ache durch bilineare
Interpolation der Gitterwerte de niert wird, besitzt die In terpolations achekeine ellipti-
schen Punkte. Daher werdereir diese Methode keine Kitmmungsvisualisierung angegeben.

Von den klassischen Verfahren zurésung des funktionalen Interpolationsproblems liefern
die radialen Basismethoden i.a. Interpolationschen von sehr guter Qualst. Verglichen
werden die Ergebnisse deshalb mit den Thin-Plate Splines nactuéhon. Zuatzlich be-
ziehen wir das Verfahren nach Arge, D hlen und Tveito in den Vegleich mit ein. Der
neue Ansatz wird sowohl mit dem einfachen, wie mit dem datenabdhgigen Thin-Plate
Funktional eingesetzt.

Das Interpolations ache nach Arge, D hlen und Tveito hat gro e Probleme in den Raulre-
gionen. Diese Probleme beruhen wahrscheinlich auf den felden Datenpunkten in einigen
Randbereichen (vgl. Abbildungen 3.4 { 3.6). Die Thin-Plate flines erzeugen in allen &llen
Interpolations achen von guter Qualiat. Einzig bei der Ritchie-Flache zeigen sich einige
Probleme nahe derC®-®bergangen der Original ache.

Der Ritz-Galerkin Ansatz mit dem einfachen Thin-Plate Funktonal liefert fur die Ly-
che/Morken Flache sehr gute Resultate (vgl. Abbildung 3.4). & die Franke- und #ir
die Ritchie-Flache zeigen sich jedoch noch einige Probleme, die vor allemRandbereich
auftreten. Wird das datenabtangige Funktional angesetzt, so ergibt sich eine deutlich ver-
besserte Interpolationsache (vgl. Abbildung 3.5 { 3.6). Dies gilt insbesondereauf die sehr
schwer zu handhabende Ritchie-Bche. Allerdings schagt hierbei der ertohte Rechenauf-
wand negativ zu Buche (vgl. Tabelle B.2 und B.3).

Das genaue Laufzeitverhalten sowie die verwendeten Paramesind im Anhang B in den
Tabellen B.1 { B.3 aufgelistet.



Abbildung 3.3: Die Testfunktionen (oben) nach Lyche/Morken l{nks), Franke (Mitte) und Ritchie (rechts) mit den zugeherigen
Kremmungsplots (unten): Gau kreammung fer die Lyche- und die Franke-Fache, mittlere Krammung fur die Ritchie-Flache.
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Abbildung 3.4: Die Lyche-Fhche mit Grau kremmung: Der Thin-Plate Spline Interpolant, die Feche nach Arge, D hlen und
Tveito, die Interpolations ache mit dem Ritz-Galerkin-Ansatz mit einfachem und datenaldngigem Thin-Plate Funktional (von
links nach rechts).
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Abbildung 3.5: Die Franke-Flche mit Gau kremmung: Der Thin-Plate Spline Interpolant, die Flche nach Arge, D hlen und
Tveito, die Interpolations ache mit dem Ritz-Galerkin-Ansatz mit einfachem und datenaldngigem Thin-Plate Funktional (von

links nach rechts).
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Abbildung 3.6: Die Ritchie-Flache mit Kreammungsplot fir die mittlererKr ummung: Der Thin-Plate Spline Interpolant, die Fache
nach Arge, D hlen und Tveito, die Interpolations &che mit dem Ritz-Galerkin-Ansatz mit einfachem und datenal®mgigem Thin-
Plate Funktional (von links nach rechts).
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Kapitel 4

Parametrische Interpolation
basierend auf G1-Kurvennetzen

In diesem Kapitel wird ein neues Verfahren zum désen des parametrischen Interpolati-
onsproblems vorgestellt. Dieses Verfahren basiert auf Methadeur Generierung eines ku-
bischenG!-Kurvennetzes und von Split achen bestehend aus drei Bezier-Dreieckachen
vom Grad 4. Im weiteren wird dieses Verfahrefs!- Kurvennetzmethodegenannt.

Zunechst werden in Abschnitt 4.1 die Repmsentation des Kurvennetzes, sowie die Be-
stimmung der sogenannterokalen Parameterund die Optimierung des Kurvennetzes be-
schrieben. In Abschnitt 4.2 wird dann eine Erweiterung des Veahrens von Shirman und
Squin (vgl. Abschnitt 2.2.1 auf Seite 26) zum Eindigen von 3 4 Split achen in das Kur-
vennetz angegeben. Dieses Verfahren verwendet einen Vadasansatz zur Bestimmung
gewisser Fhchenparameter. In Abschnitt 4.3 wird eine Alternative zu dem &eischrittver-
fahren (getrennte Optimierung des Kurvennetzes und der 3 4 Split achen) vorgestellt,
eine Methode zur simultanen Optimierung allerefr die Variation eingesetzen Kurven- und
Flachenparameter. Zudem werden in diesem Abschnitt die verschesdn Funktionale und
Optimierungsmethoden miteinander verglichen.

4.1 Das kubische G1-Kurvennetz

Die Repmsentation des kubischen Kurvennetzes beruht auf der Wahl véwkalen Koordina-

tenin den Eckpunkten des durch die Interpolationsaufgabe gegaten Polyeders (Abschnitt
4.1.1). Die #r diese Repasentation zu bestimmenderokalen Parameterdes Kurvennet-

zes werden mit den in Abschnitt 4.1.2 angegebenen Methoden éeet. In Abschnitt

4.1.3 werden die verschiedenen Variationsatge erlutert mit denen dasG?*-Kurvennetz

optimiert wird. Abschlie end werden in Abschnitt 4.1.4 die vorgestellten Methoden zur Be-
stimmung der lokalen Parameter und die Funktionale zur Optinerung des Kurvennetzes
miteinander verglichen und bewertet.
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4.1.1 Repr asentation des G!-Kurvennetzes

Um die Wahl der lokalen Koordinaten und die Repsentation des Kurvennetzes zu moti-
vieren, betrachten wir zurachst eine funktionale Fache als Spezielfall einer parametrischen
Flache. Fur eine gegebene funktionale BtheS : R? ! R erhalten wir ihre parametrische

Darstellung durch: 0 1
u
S(u;v)= @ v A: (4.1)
S(u;v)
Die folgenden Eigenschaften der BtheS lassen sich leicht nachpifen:
Su = (1;0;S)'= 0+ SyW; (4.2)
Sy = (0;1,S)' = ¢+ S,W; (4.3)
. . t
ns - ( SU: S\/,l) — Wh (SU0+ S\IO)’ (44)

k( Su; Sk " 1+s2+ 2

wobei = (1;0;0);¢ =(0;21;0) und W = (0;0;1) zunachst die kanonischen Vektoren des
R3 darstellen. Fur die Ableitung von S in eine beliebige, nicht notwendigerweise normierte
Parameterrichtungt = (a;b = at + b¢ ergibt sich damit (vgl. Abbildung 4.1):

S, =t+(aS, + b§)w: (4.5)

Wir stellen das Kurvennetz in den Ecken lokal

als funktionales Kurvennetz dar. Hierzu wer-

den zurachst in jeder EckeV; des Polyeders W
Vektoren W; bestimmt. Die W;'s werden mit

Hilfe der in Abschnitt 2.2.1 auf Seite 26 be- f
schriebenen Verfahren zur Absatzung von

Flachennormalen ermittelt. In der Ebene nor-

mal zu W; werden zwei orthonormale Vekto- \J
ren ;¥ derart bestimmt, da f@;;¢;;W;g O
eine positiv orientierte Orthonormalbasis des

R3 bildet. Die genaue Wahl der Vektoren

0;;¢%; hat keinen Einu auf die im fol-

genden beschriebenen Algorithmen. Dag?- St
Kurvennetz wird lokal mit Hilfe der oben ein-

getihrten lokalen Koordinaten in den Ecken _ _
V' beschrieben. Abbildung 4.1: Lokale Koordinaten.

Die Formeln (4.2), (4.3) und (4.5) zeigen, da #ir eine bekannte Parameterrichtung der

resultierende TangentialvektorS; einer Interpolations ache (und damit auch einer Kurve
des Kurvennetzes, die diesen Tangentialvektor interpoligrtinear von den partiellen Ab-

leitungen S;; und S,; der unbekannten funktionalen FacheS; abhangt. Diese Eigenschaft
ist aufgrund unserer direktentbertragung der funktionalen Darstellung wllig analog zu
der entsprechenden Eigenschaft der funktionalen Kurvennetvgl. Abschnitt 2.1.2).

Zur De nition des G*-Kurvennetzes wird #ir jede Kante V;V; des Polyeders eine kubische
Kurve Cj in Form eines Hermite-Interpolanten angesetzt:
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Cij(u) = ViHJu)+ S Hi(u)+ S, HI(L u)+ ViHJL ) (4.6)
ViHg(u) + Ty + (& Sui + bj Syi) Wi Hi(u)+

i +(@iSy + BiSy)Ww; HJ(@ u)+ VjHSIL u):

Hierbei sindH3(u) =2 u® 3u?+1und H3(u) = u® 2u?+ u die entsprechenden kubische
Hermite-Polynome. Die Vektorent; werden alslokale Parameterrichtungendie skalaren
Gre en a; ; b alslokale Parameterfur die Kurve Cj; bzgl. des lokalen Koordinatensystems
f0y;¢; W;g bezeichnet.

Wir verwenden hier eine symmetrische Schreibweise bzgl. derdgangenten vonCj;, d.h.
ij’ Q)= Srji . Diese Schreibweise bietet den Vorteil, da die eigentlicher@ntierung der

Kurve C; bei Bestimmung der Gp en Tt ;T;; keine Rolle spielt.

Fur gegebene lokale Parametes; ; b und partielle Ableitungen S;;i;S,i in den EckenV
ist das G!-Kurvennetz bestehend aus den Kurvel€; eindeutig bestimmt. Im weiteren
bezeichnen wir dieses Kurvennetz mil .

4.1.2 Bestimmung der lokalen Parameter

Die verschiedenen Methoden zur Bestimmung der lokalen ParamedesG?- Kurvennetzes
werden im folgenden angegeben. Dabei gehen wir in zwei Sitan vor: Zuneachst wird die
Richtung f‘ij des Vektorst; und anschlie end dessen éinge festgelegt.

Zur Bestimmung der Richtung des Parametervektort; stehen die folgenden zwei bylich-
keiten zur Verfegung:

Projektion der Kanten (  PK): Die PolyederkanteV;V; wird auf die lokale Parameter-
ebene belV; projeziert. Diese Methode wird von Shirman und Sequin zur Daiti-
on der Tangentenrichtungen des Kurvennetzes verwendet (v@\bschnitt 2.2.1 und
[SS87]).

Ebene Kurve ( EK): DeRose und Mann verwenden diese Methode zur De nition einer

ebenen Kurve ihres kubischeiG!-Kurvennetzes (vgl. Abschnitt 2.2.1). Dabei wird
eine EbeneE, die die EckenV; und V sowie den gemittelten Vektorfy; + W; enthalt,

de niert. Die gesuchte Richtung ergibt sich aus dem Schnitt vo E mit der lokalen
(Gi; 9)-Parameterebene.

Die Lange des Parametervektors; kann mit einer der folgenden Methoden ermittelt wer-
den:
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Kantenl ange (KL ): Es  wird  einfach

Tj = V;V; gesetzt (vgl. das
Verfahren von Shirman und Sequin in Ty
Abschnitt 2.2.1). S

Kreissegment ( KS): Die Positionen V;
und V; de nieren zusammen mit der
tangentialen Richtungf; ein eindeutig
bestimmtes Kreissegmens (vgl. Abbil-

dung 4.2). t; wird der Bogenknge  Abbildung 4.2: Die Kreissegment Metho-
von s gleichgesetzt. de zur Bestimmung der Tangentemsinge.

Vi

Vertauschtes Kreissegment ( vKS): Hier wird wie bei der KS-Methode mittels zweier
Positionen und einer Richtung die lange eines Kreissegmente berechnet. Im Unter-
schied werden jedoclV;, V; und die Richtung f‘ji zur Fixierung der Lange vontj
herangezogen.

De Boor-H ellig-Sabin Kurve ( dBHS ): Die von DeRose und Mann verwendeten geo-
metrischen Hermite-Kurven nach de Boor, Hllig und Sabin bestimmen die kBnge
der Tangenten in den Endpunkten durch Interpolation von Kemmungsinformation
(vgl. Abschnitt 2.2.1). In unserer Situation mu die fehlende Kemmungsinformation
abgeschtzt werden. Dazu wird die Methode von Moreton und Sequin (gl. Abbil-
dung 2.8 und [MS92]) benutzt. Wirabernehmen die so bestimmten Tangentesahgen
als Lange der lokalen Parameterrichtundy; .

4.1.3 Optimierung des G*-Kurvennetzes

In diesem Abschnitt werden die Methoden zur Optimierung des ohebeschriebenen ku-
bischenG!-Kurvennetzes diskutiert. Hierbei wird zwischen zwei verwemten Funktional-

typen unterschieden: dereinfachen Funktionalenund den datenablngigen Funktionalen
(vgl. Abschnitt 1.3).

SeiE die Menge der Indexpaardj , die die KantenV;V; des Polyeders beschreiben. Zur
De nition des einfachen Funktionals wird jede KurveCj; ij 2 E wber dem Intervall
[0; ViV ]parametrisiert: Cj (s) = Cj; kv%vjk

Das einfache Funktional ergibt sich dann zu:

x £

S(N) ci "%s) g Ci “ls) g Ci (9) “ds: 0 (47)

i 2E [o:kviviki

X Z, ~o 2 0 2 0
CijOPU) + Cijo(u) + Cij (u)

i 2E 0 ViVj > ViVj s ViVj

2

du; ; o)
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Funktionale dieser Form werden &u g zur Optimierung von Kurven verwendet. Die Pa-
rametrisierung eber dem Intervall [0, V;V; ] dient der Gewichtung der Beiteige der ein-
zelnen KurvenCj; entsprechend ihrer lange.

Da fur die verwendeten Hermite-Polynome das Integral in Gleiclmg (4.7) symbolisch aus-
gewertet werden kann, kann auch die aus der Variation deS!-Kurvennetzes bzgl. der

den.

Alternativ werden datenabhangige Funktionale basierend auf dem Laplace-Beltrami-
Operator oder Operatoren ®herer Ordnung angesetzt (vgl. Abschnitt 1.3 und [Gre94b,
Gre94a, Gre94c]). Diese datenakingigen Funktional bieten den Vorteil, da sie eine gu-
te Approximation an die exakten Funktionale zur Bewertung de Kremmung bzw. der
Kremmungsvariation einer Kurve darstellen. Die @te der Approximation hangt dabei al-
lerdings davon ab, wie,weit\ die Kurve C, die mit dem Funktional bewertet werden soll,
von der sogenannterReferenzkurveC® entfernt liegt (vgl. [Gre94b]).

Im Falle des Laplace-Beltrami-Operatorser die Kurve C bzgl. der ReferenzkurveC© (vgl.
Abschnitt 1.3)

COO KCO)(](CO)O?COI

co(C) = divco (gradeo (C)) = HC%3(Co)d HC93(Co)q2

ergibt sich das datenabkngige Funktional

& X z 2
(N) = co (G (u) ds; (4.8)
ij 2E
wobei hier nach der Bogem®inge voanj’ integriert wird. Als Referenzkurven ij? dienen

die kubischen Kurven des Kurvennetzes mit denselben lokalemfametern und mit den
partiellen Ableitungen Sy, = S;; =0; i =1;:::;N.

Fur den Fall Cj ij’ kann gezeigt werden, da c? (Cjj ) gerade das Quadrat der
Krummung der Kurve beschreibt. Damit gilt #ir C;; Ci?; j 2 E:
LB X z 2
(N) = c; ds:
ij 2E

Fur das Funktional ', das quadratisch in den unbekannten partiellen Ableitungerst,
kann das Integral nicht mehr symbolisch ausgewertet werden. Wverwenden hier eine
einfache numerische Integration mittels der Gau -Quadratu(vgl. [St093]).

Unter Verwendung des Begri es des Gradienten und der Diverge fur Funktionen auf
Kurven kann ein Funktional dritter Ordnung de niert werden. Die entsprechende Formefr
das Kurvennetz lautet:

Z
X
TO(N) = hgradco  co(Cjj(u)) jgradce  co(Cyj(u)) irceds; (4.9)
ij 2E
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wobei wiederumeber die Bogenénge vonCi‘j’ integriert wird. h | iTCi? bezeichnet das
innere Produkt bzgl. des TangentialraumsTCi? der ReferenzkurveCﬁ fur den entspre-
chenden Parameterweru: hv, j ¥, iTcg = hv,jwv,i=h Ci? 0(u)j ij’ O(u) I. Fur den
Operator dritter Ordnung gilt im Fall Cj CEJ?:

d R,
gradco  co (Cy (u) = d—sJ;
womit TO(Cj ) eine gute Approximation an die Variation des Ksmmungsvektors vonCj
darstellt.

Satz A.2.2 im Anhang A.2 gibt Auskunfteber die Lesbarkeit des aus dem Variationspro-
blems abgeleiteten Gleichungssystems bei Verwendung der veisdenen Funktionale.

Der Proze der Optimierung wird auf folgende Weise iteriertDie im ersten Optimierungs-
schritt bestimmten Normalen an den EckerV; des Polyeders werden als neue lokate
Achsen, d.h. als neue Vektoredy; herangezogen. Auf dieser Basis werden dann neue lokale
Parameter a; ; bj berechnet und die Optimierung erneut durchgehrt. Die vielen Tests
mit diesem lterationsansatz zeigen, da in den meisteneflen der Proze nach weniger als

5 lterationsschritten konvergiert. In Extremfallen kann durch die Optimierung allerdings
ein nicht ordnungserhaltendes oder ein nicht winkel-regales Kurvennetz entstehen (vgl.
Abschnitt 2.2 auf Seite 25).

4.1.4 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Verfahren zur Bestnung der lokalen Pa-
rameter, sowie die unterschiedlichen Funktionale vergliche

1.6 1.6} 1.6}
1.4 1.4 1.4
1.2 1.2 1.2

1 L N\
0.8 0.8 7 0.8
0604020 020406 060402 0 020406 0604702 0 020406
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2} 2} 2}
bl ¥y — 4

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Abbildung 4.3: Die kubischen Interpolationskurven (oben) mit den zugel®rigen
Krummungsplots (unten) #r die verschieden Methoden zur Bestimmung der Tangen-
tenlange bei Viertelkreisdaten. Links die KL-Methode, in der Mite die KS- bzw. vKS-
Methode und ganz rechts die dBHS-Methode.
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Abbildung 4.3 zeigt die Ergebnisse der verschiedenen Methodear Bestimmung der
Lange vont;; bei Ansatz auf Viertelkreisdaten, d.h. Position und Tangentrictungen ent-
sprechen den Randdaten eines Viertelkreises. Dazu korresponeie sind die jeweiligen
Kremmungsplots der Kurven aufgetragen. Der Idealfall einer Kue, die diese Daten inter-
poliert, ware der Viertelkreis selbst mit konstanter Kemmung von 1.

Die KL-Methode zeigt einen sehr ungnstigen Verlauf (idealerweise mte der Punkt
(0;1) interpoliert werden). Der entsprechende Kemmungsplot weist eine Konzentrati-
on der Krammung nahe den Rndern auf. Der Kurvenverlauf bei der KS-Methode ist
wesentlich maher an dem angestrebten Viertelkreis (hier erzeugen die KSadidie vKS-
Methode dieselben Ergebnisse). Ebenso zeigt deretiimungverlauf eine gnstigere Ver-
teilung der Kreummungeiber die Gesamtkurve. fir die dBHS-Methode wurden die exakten
Kremmungsdaten des Viertelkreises vorgegeben. Die resultierendurve approximieren
den Viertelkreis sehr gut, wie der Kammungsplot veranschaulicht.

Das zweite Beispiel ist im Gegensatz

zum Vorhergehenden unsymmetrisch. 5
Abbildung 4.4 zeigt die Positions-
und Richtungdaten und ein zu diesen
Daten eingepates Ellipsensegment.
Vergleicht man die Ergebnisse der
verschiedenen Methoden, so erkennt VAN S—
man, da keine Methode sehr nahe

an das als Vergleichskurve verwendete 00204706 08 1
Ellipsensegment herankommt. Jedoch

ergeben sich erhebliche UnterschiedeAbbildung 4.4: Das eingepate Ellipsensegment
im Kremmungsverhalten. und der zugel@rige Kremmungsplot.
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Abbildung 4.5: Die kubischen Interpolationskurven (oben) mit den zugel®rigen
Krummungsplots (unten) #r die verschieden Methoden zur Bestimmung der Tangen-
tenlange bei unsymmetrischen Daten. Links die KL-Methode, in der itfle-links die KS-
Methode, Mitte-rechts die vKS-Methode und rechts die dBHS-kEthode.
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Abbildung 4.5 zeigt die Ergebnisse zu diesem Beispiel. Die vKS-tflede schneidet hier am
besten ab. Bei der dBHS-Methode kommt das Problem der Kmmungsabschtzung zum
tragen. Die hier verwendeten Kammungsdaten wurden mittels eines de Boor-#éilig-Sabin
Kurvennetzes nach DeRose und Mann bestimmt (vgl. Abschnitt 2.2). Das zugrundelie-
gende Polyeder wurde dabei so geiwt, da das Kurvennetz eine Kurve mit genau den
Endpositionen und Endtangentenrichtungen, wie in diesem Bspiel angesetzt, enthilt.

Aufgrund der vielen Test, die im Laufe der Zeit mit den verschiegzhen Methoden durch-
gekihrt wurden, la t sich folgendes feststellen:

Richtungsbestimmung:  Bei der Bestimmung der Richtung vont; liefert die EK-
Methode meist die besseren Ergebnisse als die PK-Methode. Didsalierdings nicht,
wenn die Geometrie des gegebenen Polyeders dalurt, da das Kurvennetz nahe-
zu nicht winkel-regular oder nicht ordnungserhaltend ist (vgl. Bezeichnung 2.2.1u&
Seite 25). In solchen Situationen vemt sich die PK-Methode wesentlich stabiler als
die EK-Methode.

Langenbestimmung: Die KL-Methode generiert immer dort zu ache Kurvennetze, w
bereits aufgrund der abgesaizten W-Vektoren starker gekmmmte Kurven zu er-
warten sind. Die KS- bzw. die vKS-Methode liefern in nahezulah Situationen gute
Ergebnisse. Diese beiden Methoden halten sich hinsichtlich deu&)itat der resul-
tierenden Kurvennetze in etwa die Waage, wenngleich immeieder Situationen be-
obachtet werden, in denen eine der Methoden erkennbar bessErgebnisse liefert.
Die dBHS-Methode ist vom Ansatz her sehr gut. Das gro e Problem b allerdings
in der Abschatzung der Krammungsdaten. Die Methode von Moreton und Sequin
zur Kremmungssciatzung liefert hau g nicht gut genuge Ergebnisse, so da die re-
sultierenden Langen der Parameterrichtungert; zu Kurvennetzen mit schlechter
Kremmungsverteilung éihren.

Zum Abschlu geben wir ein einfaches Beispiel an, um die Wirkuisgveise der Optimierung
mit den verschiedenen Funktionalen zu demonstrieren. Gegebsind hierbei vier Punkte
auf dem Einheitskreis, die von einer geschlossenen Kurve intelipd werden (vgl. Abbil-
dungen 4.6 und 4.7). Die Bnge der Parameterrichtungertj wird mit dem KS-Verfahren
bestimmt. Die Initialisierung zeigt eine schlechte Verteilug der Kremmung. Die Ergebnisse
einer einmaligen Optimierung mit dem einfachen, dem Laplaaund dem dritte Ordnungs
Funktional zeigen ein deutlich verbessertes Verhalten sowdtihsichtlich des visuellen Ein-
drucks wie der Kmmmmungsverteilung.

Wird der Proze iteriert, so erkennt man, da die Ergebnisse basrend auf dem Laplace-
Beltrami wie auf dem einfachen Funktional nahezu identischrsil obwohl nach nur einem
Optimierungsschritt noch sehr gro e Unterschiede festzustellenngl. Bemerkenswert ist
auch die in anderen Beispielen festgestellte Neigung des Lapl®eltrami Ansatzes zur
Generierung von kemmungsstetigen Kurven.
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Abbildung 4.6: Die G!-Kurvennetze (oben) mit den zugebrigen Krummungsplots (unten)
fur die verschiedenen Funktionale nach einmaliger Optimieng bei den Kreisdaten. Links
die Initialisierung, Mitte-links das einfache Funktional,Mitte-rechts das Laplace-Beltrami
Funktional und rechts das Funktional dritter Ordnung.
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Abbildung 4.7: Die G!-Kurvennetze (oben) mit den zugebrigen Krummungsplots (unten)
fur die verschiedenen Funktionale nach bis zur Konvergenz iiierter Optimierung bei den
Kreisdaten. Links das einfache Funktional, Mitte das Laplae-Beltrami Funktional und
rechts das Funktional dritter Ordnung.

®ber die Verwendung der verschiedenen Funktionale zur Optigrung desG!-Kurvennetzes
la t sich zusammenfassend feststellen:

Einfaches Funktional:  Dieses wird i.a. mit den Einstellungen =1; = 0 eingesetzt.
Es liefert in den meisten Situationen Kurvennetze mit guter Kummungsverteilung.
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Allerdings neigt es dazu,uberschwingende\ Kurvennetzen zu generierénVon den
drei hier vorgestellten Funktionalen hat es das beste Laufpeerhalten, da explizite
Formeln fur die Stammfunktionen verwendet werden.

Laplace-Beltrami Funktional: Die Verwendung des Laplace-Beltrami Funktionals ist
zwar etwas rechenaufwendiger, vermeidet jedoch gro erfedas®berschwingen, wie
es bei Einsatz des einfachen Funktionals vorkommen kann. Z&rd zeigt es ein sehr
stabiles Konvergenzerhalten.

Funktional dritter Ordnung: Dieses Funktional erfordert mehr Rechenaufwand als das
Laplace-Beltrami Funktional, da hohere Ableitungen bestimmt werden mssen und
der Funktionalausdruck deutlich komplexer ist. Es kann nur @igeschankt verwendet
werden (vgl. Anhang A.2). Die Quali&t der Kurvennetze unterscheidet sich kaum von
der Qualitat der resultierenden Kurvennetze beim Laplace-Beltrami Fktional.

4.2 Ausf ellen des G-Kurvennetzes

In diesem Abschnitt wird eine neue Variante des Verfahrens vonhiBman-Squin (vgl.
Abschnitt 2.2.1 auf Seite 26) zum Ausfllen des optimiertenG*-Kurvennetzes vorgestellt.
Hierbei werden eine Reihe von Parametern, die nicht durch dieterpolations- bzw. die
Glattheitsbedingungen bestimmt sind, variiert. Dies geschi¢leinerseits unter Verwendung
einer geometrieabkngigen, heuristischen Regel. Andererseitsknen verschiedene Parame-
ter mittels eines Variationsansatzes optimiert werden. Am Ergldieses Abschnittes werden
die verschiedenen Funktionale und Optimierungsmethoden kumiteinander verglichen.

Die Formeln in Abschnitt 2.2.1 zur Berechnung der Kontrollpuite der Teil achen des
Shirman-Squin Verfahrens sind bereits in allgemeinererofm als in der urspeinglichen

Version angegeben (vgl. [SS87]). Dadurch wird erkennbar, dgine 3 4 Split ache im

ganzen &nf skalare und drei vektorwertige Freiheitsgrade beinhalftewelche nicht durch

die Ubergangs- oder die Interpolationsbedingungen bestimmt sindwgi der skalaren Be-
dingungen stecken in der Bestimmung des ZentrunZs (vgl. Gleichung (2.8) auf Seite 28).
Die anderen drei skalaren Freiheitsgrade sind durch dig; ;; « gegeben, welche die La-
ge des ersten Kontrollpunktes der inneren kubischen Randkurfestlegen (vgl. Gleichung
(2.4) und Abbildung 2.6). Die drei vektorwertigen Freiheitsgade §;.1; §j: 1; 6.1 beschreiben
das Querableitungsvektorfeld entlang einer Kurve des Kurneetzes (vgl. Gleichung (2.5)).

Wie Gleichung (2.7) zeigt, mngen einige Kontrollpunkte der resultierenden Splieche nicht
linear von den Skalaren ;; ;;  ab. Damit kennen diese Werte nicht zur Optimierung mit
einem quadratischen Funktional herangezogen werden. JeHost die Wahl von ;= ; =

K= % wie sie von Shirman und Sequin getro en wird, zu un exibel Es zeigt sich, da diese
Wahl gute Ergebnisse liefert, falls die Kurven des Kurvennetair eine © nung eine nahezu
ache Split ache erwarten lassen. Sind die Kurven jedoch stark geknmt, so generiert
das ursperingliche Verfahren von Shirman und Sequin Richen mit starker Krummung am
Rand und sehr achem Verlauf in der Mitte.

IDiese Eigenschaft, auch,overshooting\ genannt, wird ebenfalls bei univariaten B-Splines und funktio-
nalen Kurvennetzen beobachtet (vgl. [NF84]).
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Wir setzen, im Unterschied zu

Shirman und Sequin, den Skalar-

wert ; in Abhangigkeit von der

Geometrie der gegebenen Rand- Cik (0:5)
kurven. Hierzu verwenden wir die D3, S

KS-Methode, wie sie zur Bestim- Vi

mung der Lange der Parameter-

richtung eingesetzt wird (vgl. Ab-

schnitt 4.1.2 auf Seite 55)s be- 2

schreibt den durch die EckeV;,

den Kurvenmittelpunkt Cj, (0:5)

und die gegebene Richtun® 3,

V; de nierten Kreisbogen (vgl. V
Abbildung 4.8). Wir skalieren

mit dem Quotient ksk =klk, wo-

bei | die Entfernung von V; ) ) _ .
zum gegemberliegenden Kanten- Abbildung 4.8: Geometrieablangige De nition des

mittelpunkt %(V,- +Vy)ist = Flachenparameters .

ksk

3Kk

Im Gegensatz zu den Skalaren;; ;; « kennen die Querableitungsvektorem;.; &} 1; &x.1
durch einen Variationsansatz mit einem quadratischen Funktimal bestimmt werden. Glei-
chungen (2.5)-(2.8) zeigen, da alle Kontrollpunkte der S ache linear von diesen Que-
rableitungsvektoren ablmngen.

Ahnlich wie im Kurvenfall werden zur Optimierung der Split ache verschiedene Funktiona-
le eingesetzt. Hierbei kommen neben den einfachen Funktioaal(Laplace- und Thin-Plate
Funktional) auch datenablangige Funktionale zum Einsatz: Das Laplace-Beltrami- und
das datenabmngige Thin-Plate-Funktional, sowie das Funktional dritte Ordnung (vgl.
[Gre94b, Gre94a, Gre94c]). Der Einsatz datenalhgiger Funktionale ist wiederum durch
deren gute Approximationseigenschaft an Funktionale motivig die exakte Kremmungs-
eigenschaften von Fichen, wie die mittlere Kmmmung, bewerten.

Das Laplace- und das Thin-Plate-Funktional sind gegeben dehr:

Z Z
Y(S)= h Sj Sidudv; bzw. TP(S)=  (Sw)*+2(Sw)*+(Sw)? dudv:

(4.10)

Wie im Kurvenfall werden zudem die von Greiner eingehrten geometrieablengigen Funk-
tionale verwendet

Zur Beschreibung des Laplace-Beltrami-Operator betigen wir, ahnlich wie im Kurvenfall,
den Gradienten von Funktionen und die Divergenz von tangeiatien Vektorfeldern auf einer
FlachesS®: ! RS R2. Seif : ! R eine skalarwertige Funktion undf = (f;f>)
ein tangentiales Vektorfeld aufS®:? Der Gradient gradso(f) von f und die Divergenz

2f (u; v) wird hierbei mit dem Wert von f bei dem Flachenpunkt S°(u; v) identi ziert; analoges gilt f ur
.
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divso(T) von T bzgl. der FlacheS° sind unter Verwendung der ersten Fundamentalforno
von S° de niert als

gradso(f) = (fuify)lgt  bzw.  dives(t) = pl—g Paty, +Pary), 1 @11)

wobeig = det(lso).

Der Laplace-Beltrami Operator #r die Flache S(u;v) I R3 S(uv) =
(S1(u; v); Sy(u; v); Sa(u; v))' ergibt sich zu

0 1
diVSO (gradso) (Sl)

s0(S) = divse (gradse) (S) = @divse (gradse) (S)A
divso (gradse) (S3)

Mit Hilfe dieses Operators wird das entsprechende Funktionakdiert:
Z

L(S)= h ()] (9)id :

Hierbei ist d! g0 das Flachenelement der ReferenacheS°.

Ist die FlacheS identisch mit der ReferenzacheS°, so gilt (vgl. [Gre94b]):
Z Z
$£(9= (1+ 2 dls=4 Hidls

Wie im Kurvenfall kann auch fur Flachen ein Operator dritter Ordnung unter Verwen-
dung des Gradienten und der Divergenz angesetzt werden (vgbschnitt 1.3 auf Seite 13
und Gleichung (4.11)):gradse (divso (gradsoe)) (S). Das hierauf aufbauende Funktional hat
folgende Gestalt:

Z

12(S)=  hgradso ( s0)(S)jgradso ( s0)(S) igo d! so:

Fur das Funktional dritter Ordnung wird das innere Produkt im Tangentialraum der Re-
ferenz acheS° verwendet. Seieny; und v, zwei tangentiale Vektorfelder ér die FlacheS°,
so isthv; j ¥y itgo = wilsow,.
Fallen fur das Funktional dritter Ordnung die FlachenS und S° zusammen, so gilt nach
[Gre94b]:
Z
TO — ; ; 2 2 2 .
50 (S)=4 hgradse(Hs) j gradso(Hs) iqge +4 1+ 5 HSd!s:

Als weiteres Funktional wird das in Abschnitt 3.2 auf Seite 40 lsehriebenen datenabéngi-
ge Thin-Plate Funktional eingesetzt.

Die Kontrollpunkte der jeweiligen Referenzache S° ergeben sich durch die Absatzung
k1 = %(qk;o + fk.2) aus den Formeln (2.4){(2.8). Wird das Verfahren iteriert,so werden
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die im vorherigen Schritt bestimmten Querableitungsvektorre ¢y.; zur Bestimmung der
Referenz ache im rachsten Schritt verwendet.

Das Funktional fur die Gesamt ache ergibt sich durch Aufsummierung der Teilbeittge aller
einzelnen 3 4-Split achen. Wird das Funktional mit dem zugeterigen inneren Produkt
h ji; (S)= hSjSi verwendet, so nssen zur losung des Optimierungsproblems
unter Variation der Querableitungsvektoreng;.; die Gleichungen

@
@i;l

(S)=0;1i=1;:::;Ng; (4.12)

gelbst werden.g;.; bezeichnet hier die zu optimierenden Querableitungsvekem, N, ist die

Anzahl der Kanten des Polyeders. & feste Parameter ; hangt die Shirman-Squin Flche
linear von den Kontrollpunkten der Kurven des Kurvennetzesind von den Querableitun-
gengi.1 ab. Um Gleichung (4.12) auesen zu lennen, bemtigt man eine Basisdarstellung

tionen By, ;:::;Bg,,. Diese Basisdarstellung ist schwierig zu handhaben. Man kann jetho
zeigen (vgl. A.3), da sich die gesuchten Werte der inneren Pra#éte fur verschiedene Ba-
sisdarstellungen einfach ineinandesberfehren lassen. Wir bestimmen daher die inneren
Produkte fur die Bernstein-Bezier-Basis der einzelnen Teikchen und ermitteln daraus die

4.3 Simultane Optimierung

In den vorherigen Abschnitten wurde gezeigt, wie das parameiche Interpolationsproblem
basierend auf dem optimierterG-Kurvennetz gebst wird. Dabei werden das Kurvennetz
und die 3 4-Split achen in zwei getrennten Schritten betrachtet und separat timiert.
Wie die Analyse dieses Abschnitts zeigt,éanen diese Optimierungen auch in einem einzi-
gen Schritt durchget#ihrt werden. Damit werden alle freien Parameter in der Kurvenetz-
und in der Flachendarstellung durch eirFlachenfunktionalbewertet.

fk;0 D&, s oy D, fk;2

® °
Vi CRa CR.z Vi

Abbildung 4.9: Die Konstruktion der Kontrollpunkte Aj; und Aj; mittels der Methode
von Chiyokura-Kimura: Die Randkurve ist durch die Kontrollpunkte fVi;C3..;C2,; Vg,
das Querableitungsvektorfeld in den Eckpunkten durchy.o bzw. g., bestimmt. Die ersten
Kontrollpunkte der inneren Randkurven der Split ache,D{; und D}, sind in quartischer
Darstellung gegeben.
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Die wesentliche Voraussetzung zur Durckhhrung einer simultanen Optimierung ist die
lineare Abhangigkeit der Kontrollpunkte der 3 4 Split ache von den Kurvennetzparameter
SUI ’ S\II ’ I = 1 ..... N

Im folgenden zeigen wir, da diese lineare Alingigkeit der Kontrollpunkte von der Split-
ache gegeben ist. Abbildung 4.9 zeigt die entsprechenden Kailpunkte und -vektoren
bei der KanteV;V;, die fur die weitere Betrachtung von Bedeutung sind.

Der Kurvenkontrollpunkt C 3,: Der Kontrollpunkt Cﬁ;l ergibt sich fer die entsprechen-
de Parameterrichtungt; = a; 0; + b; ¢; in den lokalen Koordinatenf 0;;®;; #W;g zu (vgl.
Gleichung (4.5) auf Seite 54)

0 1 0 10 1
aj 10 aj
Ci=Vi+1iclo=1@ A=1@0 1 A@pA: (4.13)
aj Syi + by Sui Sii S 0

Im weiteren bezeichnen wir die Matrix auf der rechten Seiteon 4.13 mitA;.

C2, und analogC32, hangt linear eber die durchA; bzw. A; induzierte a ne Abbildung
von S;i; Syi bzw. SuJ ;' Sy ab.

Der innere Kontrollpunkt D 2,: Fur festes ; ergibt sich der PunktD?, als a nes Bild
eines entsprechenden Punktes in det ¢;)-Ebene (vgl. Gleichung (2.4) auf Seite 27):
1 0 1

i (@ + ak) i (@ + ak)
D, = @ (by + by) IA@ (b + by)A:
i (@ +ax)Su+ i+ hk)S\n 0

Der Querableitungsvektor tk.0: Wahlen wir den Querableitungsvektom.o in den lo-
kalen Koordinatenf ¢;; %;;W;g zu

1 0 1
€j €
fio = @ fi A= AGHA; (4.14)
& Su + fij Sy 0

SO ist §x,0 das ane Bild von (g;;fj :0)' unter derselben, vonA; induzierten, anen
Abbildung.

Unabh angigkeit der Gewichtspolynome: Fur die lineare Abhangigkeit der Kontroll-
punkte A und Aj der Split ache von den Parametern®,; ; S, ist die Unabhengigkeit der
Gewichtspolynomeay; b, von diesen Parametern entscheidend. Es gilt:

D4 Vi = : CS. Vi + 0 .
i Ao Ly t%f.qu,O 0 1 0 1
i (a5 + a) aj &
0 %@ i (b + bw) A = g,,@ b; A+ @ fi A
(& + aw)Su +(by + by)Su a; Sui + by Sui € Sui + fij Sui
0 O 1 0 1 0 11
& + ai
0 A @3 @b] + bk A a; O@hj A bxo@fu AA = 0
0 0 0

3Die Matrixeintr age sind beliebig und im weiteren nicht von Bedeutung.
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womit die geweinschte Unabtangigkeit vonS;; und S,; gezeigt ist.

Die Formeln zur Bestimmung aller weiteren Kontrollpunkte deTeil achen der 3 4 Split-
ache hangen linear von den bereits bestimmten Kontrollpunkten abvgl. Gleichungen

(2.4) { (2.8) auf Seite 28). Werden die Querableitungsvekten §.q; 6r.2; r 2 fi;];k g wie

in (4.14) angesetzt, so sind alle Kontrollpunkte der Splitache linear in den Parametern

Sur;Svri sy r2fij kg

Durch Ansatz eines quadratischen Funktionals zur Bewertung degesamten Split ache

kennen die freien ParameteBy,; Syr;6r-1; r 2 fi;j; k g durch Ansatz eines Fachenfunktio-
nals simultan optimiert werden.

Die simultane Optimierung kann ebenfalls iterativ angesetawerden. Hierbei wird, wie bei
der Optimierung desG*-Kurvennetzes, die durch die Optimierung entstehenden Norneai
in den Ecken des Polyeders als neue lokateAchsen, d.h. als Vektorenfy;, verwendet. In
jedem Schritt sind die lokalen Parameter neu zu bestimmen.

4.4 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Eineusse der in Abschnitt 4.2 beschriebenen Methode

zur Bestimmung der Parameter ;; j; «, sowie die Wahl des Funktionals und der Opti-

mierungsart (getrennte bzw. simultane Optimierungs) auf dieasultierende Interpolations-
ache diskutiert.

Wahl der Parameter i; js «. In Abbildung 4.10, unten recht, ist die Gau krammung

fur die Interpolations achen zu einem Beispieldatensatz angegeben. Bei Verwendung
der Standardheuristik nach Shirman-Squin zeigen sich staekKremmungen nahe den
Ubergangen zwischen den Teilachen. Die oben beschriebene, geometriealblgige Methode
liefert hingegen eine Fche mit wesentlich besserer kimmungsverteilung.

Einu des Funktionals: Im ganzen stehen #nf verschiedene Funktionale zur Opti-
mierung der Flchenparameter zur Vesigung: Das einfache Laplace- und das einfache
Thin-Plate Funktional, sowie drei datenablangige Funktionale (Laplace-Beltrami, daten-
anhangiges Thin-Plate Funktional und Funktional dritter Ordnung). Abbildung 4.10, oben,
zeigt die verschiedenen Ergebnisse im Vergleich zur nicht apierten Flache bei Anwen-
dung auf der Spmrendaten (vgl. Abbildung 5.6). Hierbei wurde in allen Ellen, ausgehend
von einem nicht optimierten Kurvennetz, simultan optimiert Die drei datenantangigen
Funktional liefern in diesem Beispiel bessere Ergebnisse als ditsprechenden einfachen
Funktionale. In allen Fallen ist eine deutliche Verbesserung der &henquali&t erkennbar.

Zweischritt- und simultane Optimierung: Wie Abbildung 4.10, unten links, belegt,
fuhrt die simultane Optimierung zu wesentlich besseren Kmmungsverteilungen als die
getrennte Optimierung von Kurvennetz- und Fachenparametern.

In diesem Beispiel liefern die beiden datenunakhgigen Funktionale, das Laplace und das
Thin-Plate Funktional in etwa dieselben Ergebnisse. In andeneFallen zeigt sich meist ein
leicht besseres Ergebnis bei Verwendung des Thin-Plate Fuitktals. Die datenablangigen
Funktionale liefern in dem angedihrten Beispiel bessere Ergebnisse als einfache Funktionale.
In anderen FRallen tendiert das Laplace-Beltrami Funktional jedoch daz, Teil achen ach



68

Parametrische Interpolation basierend auf G!-Kurvennetzen

zu machen. Dies zeigt sich gerade bei der simultanen Optimiag Die Ergebnis achen bei
der Optimierung mit dem datenablangigen Thin-Plate Funktional und dem Funktional
dritter Ordnung weisen in fast allen Tests die gnstigsten Kremmungsverteilungen auf.

Sinnvoll ist stets eine Aufwands- und Nutzenabseltizung, da die datenablangigen Funk-
tionale einen g eren Rechenaufwand erfordern als die einfachen Funktiale. In vielen
Situationen sind die bringt die Verwendung einfachen Funktinale bereits gut Ergebnisse.

Des weiteren weisen die mit der simultanen Optimierung generten Interpolations achen
in fast allen Fallen eine gleichm igere Kremmungsverteilung auf als die mit der Zwei-
schrittmethode bestimmten Fkchen. Allerdings steigt gegesiber der Zweischrittopimie-
rung bei simultanen Optimierung der Aufwand zur l®sung des Optimierungsystems. Dies
ist vor allem darauf zurickzufethren, da Zahl der sich gegenseitig beein u enden Optimie-
rungsparameter bei der simultanen Optimierung wesentlich grer ist als bei der getrennten
Optimierung.

Es zeigt sich au erdem, da bei simultaner Optimierung unter Arsatz des Laplace- und
des Laplace-Beltrami-Funktionals oder des Funktionals dter Ordnung in einigen Situa-

tionen das zugebrige Gleichungssytem nichtésbar ist. Ein theoretische Ergandung dieses
Phanomens ist bislang nicht gelungen. Es deutet vieles darauhhda ein Hauptproblem

in der SemtPositivit at des Laplace-Operators auf Dreiecks-Bezieachen, die nur in den
Ecken xiert sind, liegt.*

Bei Anwendung der Thin-Plate bzw. datenabkngigen Thin-Plate Funktionals werden diese
Probleme nicht beobachtet.

Die Stabilitatprobleme bei der simultanen Optimierung unter Verwendungles Laplace-
und des Laplace-Beltrami-Funktionals, sowie des Funktiomaldritter Ordnung treten aus-
schlie lich bei Polyedern mit Rand auf. Zudem ergeben sich b&olyedern mit gre eren
achen Regionen mu ger Probleme als bei sarker gekmmmten Polyedern.

Abschlie end sei bemerkt, da es sich in der Praxis gezeigt hat,ad bei der Flachenop-
timierung wenige, meist sogar nur ein Optimierungsschritt ausieht, um eine qualitativ
gute Interpolations ache zu erhalten. Die Quali&tsverbesserung durch weitere Iterationen
steht i.a. in keinem Vergleich zum Aufwand.

4Beispielsweise verschwindet das quadratische Polynor8(u;v) = uv fur (u;v) 2 f (0;0); (1;0);(0; 1)g
und es gilt: ( S)=0.
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Abbildung 4.10: Gau -Kremmungsplots zum Vergleich der verschiedenen Methoden und t®pierungsfunktionale: Oben der Ver-
gleich der Funtkionale; unten links der Vergleich der getraiten und der simultanen Optimierung; unten rechts die Ergatisse bei

Verwendung der Standardheuristik nach Shirman-Sequin under geometrieablangigen Methode.
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Kapitel 5

Parametrische Interpolation
basierend auf G2-Kurvennetzen

In diesem Kapitel wird eine neue Methode zur ésung des parametrischen Interpolations-
problems vorgestellt, die auf der Konstruktion und Optimiermg einesG?-stetigen Kurven-
netzes beruht. Diese Methode wird im weitereG2-Kurvennetzmethodegenannt. In Ab-
schnitt 5.1 wird zunachst die Reprasentation des verwendeten quintische@?-Kurvennetzes
beschrieben. Die Erweiterung des quintischen Kurvennetzes giner global tangentialsteti-
gen Flache unter Verwendung von einer Dreiecks-Bezieache vom Grad 7 prd® nung des
Kurvennetzes wird in Abschnitt 5.2 behandelt. Wie #ér die G!-Kurvennetzmethode kann
auch fr die G2-Kurvennetzmethode eine simultane Optimierung durchgehrt werden (Ab-
schnitt 5.3). Abschlie end werden in Abschnitt 5.4 einige bekarte Interpolationsverfahren
mit der G- und der G?-Kurvennetzmethode verglichen.

5.1 Das quintische G?-Kurvennetz

Die Erweiterung der Repasentation desG!-Kurvennetzes aufG? stetige Kurvennetze be-
ruht auf ahnlichen Anstzen wie im funktionalen Fall. Dort gibt es, wie bereits in Abdenitt
2.1.2 auf Seite 21 edlutert, Methoden zur Generierung vorC?-stetigen Kurvennetzes. kir
heher stetige Kurvennetze wurden zudem Querableitungsvekfelder in die Beschreibung
der Kurvennetze integriert (vgl. Tabelle 2.1 und [Pot91])Im parametrischen Fall wird das
Kurvennetz ebenfalls durch Raumkurven und Querableitungsktorfelder de niert. Da-
durch entsteht eine Kurvennetzbeschreibung, die acherahnlich\ ist.

In Abschnitt 5.1.1 wird die Repmsentation des Kurvennetzes unter Einbeziehung von Quer-
ableitungsvektorfeldern beschrieben. Abschnitt 5.1.2 zeiguf wie die zustzlichen lokalen
Parameter #ir das G2-Kurvennetz gewahlt werden. Die Optimierung des Kurvennetzes
wird in Abschnitt 5.1.3 dargelegt. Abschlie end werden in Abschtti 5.1.4 die Methoden
zu Bestimmung der lokalen Parameter, sowie di®!- und die G?-Kurvennetze miteinander
verglichen.
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5.1.1 Repr asentation des G2-Kurvennetzes

In Abschnitt 4.1 wurde gezeigt, wie ein kubische&!-Kurvennetz lokal in den EckenV; des
gegebenen Polyeders dargestellt wird. Um ef@?-Kurvennetz zu erhalten, mu , wie nach
Bezeichnung 1.2.1 auf Seite 7 dargestellt, neben det-Kompatibilit at der Kurven Cj; in

den EckenV; noch eine weitere Bedingung ewfit werden. Der KrummungsvektorRc, von
Cij mu fur u =0 bzgl. der Flachennormalenis und der zweiten Fundamentalformily,

folgender Beziehung gesgen:

ty .

hkcij ]ﬁsl :(tl;tz)llvi t,

(5.1)

Hierbei sindty;t, die Komponenten der normierten Tangenté‘cij = 1,5, + S, von Cj
in der durch S, und S, gegebenen Basis der Tangentialebene in der Edke.

Wie zur De nition der lokalen Reprasentation einer Kurve desG!-Kurvennetzes verwenden
wir auch hier die Darstellung einer funktionalen Fiche S : R? | R in der wblichen
parametrischen Darstellung (vgl. Gleichung (4.1)):

0 J 1
S(u;v)= @ v A:
S(u; V)

Analog zu den partiellen Ableitungen und dem Normalenvektor de~leche S (vgl. Glei-
chungen (4.2) { (4.4)) ergibt sich die Zweite Fundamentalfon zu:

e = hSou:nS?hSuvth_i - n 1 Suu Suv
S hSw jAsihSy s r.’:|_+SS+S3 Suw Sw

(5.2)

Der KrummungvektorR¢, der Kurve C; in V; ergibt sich nach Abschnitt 1.2 auf Seite 6
zuke, = CP C® cCf = C? * Aufgrundvon (& B) €= hajeib h bjeiaund
der Koordinatendarstellung @; ; bj ) von ij’ (0) bzgl. der Basisf (1;0;S,)"; (0;1;S,)'g der
Tangentialebene kann Gleichung (5.1) auf die folgendejuivalente Form gebracht werden:

hC'(J)O(O)J nS(Vi) i = 1 . Suui Suvi t1
5 = g tit) S St 0
Cd? 1 1+ Sui + Svi wi Swi 2
. uio S, S )
hCXO0)j @ SuAi=(ay;ly) v & (5.3)

1 Suvi vai bj

Wir setzen die zweite Ableitung der KurveCj; in der EckeV; wie folgt an:

Suui Suvi aij

CY0)=s; + ¢Sy +djSyi+(a;hy) S S By Wi (5.4)

mit der zusatzlichen lokalen Parameterrichtungs; = ¢ 0; + dj %;.
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Die De nition (5.4) der zweiten Ableitung der Kurve C; erfullt tats achlich die G-
Kompatibilit atsbedingungen, denn die Betrachtung von (5.3) bzgl. dekg;; ¢;;W;g-
Koordinatensystems ergibt:

0 1 * 0 1 0 0 1 0 14
ui Cij 0 Sui
hci0)j@ s,Ai= @ g A + % S Su & @ s, A
. Q- R o h uui Suvi j
1 Gij Sui + d” Sii (aq 1h] ) Suwi Swi bj 1

— o h Suui Suvi aij
(a” ’bj ) Suvi vai bj

Wie Gleichung (5.4) zeigt, mngt ij’O(O) linear von den zusitzlichen partiellen Ableitungen
Suui s Swi; Swi in der EckeV; ab. Die Kurve Cj desG2-Kurvennetzes wird als quintischer
Interpolant angesetzt, wobei die schonef das G!-Kurvennetz eingesetzte, symmetrische
Notation verwendet wird:

Ci (u) =V iH3(u) + S, H3(u) + CRO)H 3 (u)+ (5.5)
CROHZ(L u)+ S, HY(L uw+ VijHL u):

Die RichtungsableitungenSrij in der Flache S in den lokalen Koordinatenf t;;¢;;#W;g

entspricht der fur das G- Kurvennetz eingeéihrten Darstellung (vgl. Gleichung (4.5) auf
Seite 54). Die quintischen Hermite-Polynomei?>;i = 0; 1; 2; haben folgende Gestalt:

Ho(u)y= 6u”+15u* 10u®+1; H(u)= 3u*+8u* 6ud+uy;

Hy(u)= Stu®+ 3u* 20+ Lu
Wie Eingangs ervehnt, werden neben den Kurver€; noch Querableitungsvektorfeldes;
fur jede Kante in die Beschreibung de&?-Kurvennetzes eingebrachtg; mu nat wrlich in
den EckenV; V; mit den Tangentialebenen und der zweiten Fundamentalformoknpatibel
sein. Um dies zu erreichen, de nieren wir

g (0) = + + (& Su + fij Sui) Wi; (5.6)
@i' _ . Suui Suvi 6 .
E;(O) = (&;b) Susi Suui fi; Wi (5.7)

mit £; = €; 0; + f;; ¢; als weiterer lokaler Parameterrichtung.

T = & 0; + b ¢; entspricht der lokalen Parameterrichtung der KurveCj; in der EckeV
(vgl. Gleichung (4.5)). Gleichung (5.6) garantiert, da da Querableitungsvektorfeldy; bei
V; in der entsprechenden Tangentialebene liegt und mit (5.7) istie Kompatibilit at mit
der zweiten Fundamentalform inV; gewahrleistet. Das Querableitungsvektorfeldy; wird
als kubischer Hermite-Interpolant angesetzt.

Zusatzlich zu den lokalen Parameterrg; ; by , die die lokale Parameterrichtung; festlegen,
kommen #ir das G2-Kurvennetz noch die lokale Parameter; ;d; ;e und f; hinzu. Wie
diese bestimmt werden, wird im machsten Abschnitt beschrieben.
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5.1.2 Bestimmung der lokalen Parameter
Wie im Falle desG!-Kurvennetzes nussen alle lokalen Parameter durch heuristische Me-

durchgetihrt werden kann. Die Parametera; und b; werden mit den bereits in Abschnitt
4.1.2 beschriebenen Verfahren bestimmt. Im folgenden werdblethoden angegeben, mit
denen die zustzlichen lokalen Parameter ermittelt werden.

Betrachten wir zunachst die lokalen Parametec; und d; , die dema;- bzw. dem¥;-Anteil
von Ci‘J?O(O) in den lokalen Koordinatenf @;; ¢;; W;g entsprechen.

Nullsetzen (N): Eine einfache Mbglichkeit ist
die Wahl: ¢; = d;j = 0. Durch Nullsetzen
von ¢j ;d;j wird zudem erreicht, da fur
Si = Sii =0, also z.B. im Konvergenz-
fall des iterativen Optimierungsprozesses, W Ci
die Kurven- und die Flachennormale in der
EckeV; mbereinstimmen. Damit istCj lo-
kal geodhtischin V; bzgl. der resultieren- cq0)
den Interpolations ache?

Kubische Kurve (KK): Nach De nition der
zweiten Ableitung (5.4) entsprichtc; 0; + T
dj ¢ dem (0;;¢)-Anteil von CPY0). Wir
bestimmen die durch die EckenV; und
V; sowie den Parameterrichtunget; und  Abbildung 5.1: Bestimmung der lo-
T, eindeutige kubische KurveC;; .s; wird ~ kalen Parameterrichtung s;  (KK-
durch Projizieren vonC290) auf die lokale ~ Methode) und der lokalen Parameter-
Parameterebene ermittelt (vgl. Abbildung  richtung ;.
5.1).

Die Parametere; undf; , die in die De nition des Querableitungsvektorfeldes; eingehen,
werden folgenderma en berechnet: Der Vektof; = e; 0; + f;; ¢; wird orthogonal zu der
entsprechenden Parameterrichtung@; gewahlt und anschlie end normiert.

Es sei darauf hingewiesen, da nairlich auf eine geeignete Orientierung zu achten ist, d.h.
f; und f; messen,auf dieselbe Seite\ der KanteV;V; zeigen.

5.1.3 Optimierung des G2?-Kurvennetzes

Die Optimierung des G2-Kurvennetzes beruht aufahnlichen Verfahren wie die dess!-
Kurvenetz. Die eigentliche Besonderheit liegt in der Beicksichtigung der Querableitungs-
vektorfelder g;; .

Fur die Optimierung des G2-Kurvennetzes setzen wir ein Funktional an, da sowohl die

LEine Kurve C auf der Flache S heit im Punkt C(tg) = S(up; Vo) geodatisch, falls hier Kurven- und
Flachennormaleebereinstimmen; damit entspricht die Kurvenkremmung genau der Normalenkemmung
der Flache in Richtung der Tangente CYto).
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quintischen Kurven Cj als auch die Querableitungsvektorfeldes; bewertet. Zur Be-
wertung der Kurven C; wird sowohl das einfache Funktional wie in (4.7) auf Seite 56,
als auch die datenablngigen Laplace-Beltrami und das Funktional dritter Ordnung ver-
wendet (vgl. Gleichungen (4.8) und (4.9)). Bei Verwendungatenabhangiger Funktionale
wird die entsprechende Referenzkurv@i‘j’ aus der Repasentation des Kurvennetzesef
Sui = i = Sui = 0 gewonnen.

Zur Bewertung der Querableitungsvektorfelders betrachtenir zunachst das einfache Funk-
tional. Wie die Kurve C;; wird auch das Vektorfeldg; sber dem Intervall [0V V] para-

metrisiert: §; (s) = . Die Bewertung des Netzwerks der Querableitungsvek-

S
kViij

torfelder Q erfolgt nun durch

X Z 00 2 0 2 2
(Q) = S g(s) + §((s) + §(s) ds; ; 0 (5.8)
ij 2B HKViV)
X Pt @
ViVj 3 ViVj

i + quJ-J(U)ZViVj du; ; 0:
ij 2E

Fur das Laplace-Beltrami Funktional und das Funktional driter Ordnung werden die Que-
rableitungsvektorfelder ¢; geometrieabl®ngig bewertet. Betrachten wir hierzu folgende

Darstellung des Laplace-Beltrami Operators der Kurv€ bzgl. der ReferenzkurveC®:
!

d Cqu)
co(C)(u) = ds W

wobei s die Bogeninge der ReferenzkurveC? ist. Dies motiviert die folgende De nition
eines Operatorsdr das Querableitungsvektorfeldy:

d q(u

Lqo(e)(u) = ds keo(u)k (5.9)
Umformuliert ergibt sich der OperatorLqo zu:
d u du O hg%j(g%)°i
qu(q) — q( ) — q q J (q ) q (CO)O 1: (510)

du kg°(uk ds kg keok®

Zur Bewertung vonQ wird fur jedes Querableitungsvektorfeld; ein Funktional basierend
auf dem Operatoquﬁ (65 ) angesetzt. Damit ergibt sich das folgende Funktional:

Z
X d g (u) 2

©@= ds kay (WK

ij 2E

!

Z , 2

_X 1 HOBUCHONK ORI
ij 2E C? °(u) RO & (u) ’
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wobei hier nach der Bogeminge der Referenzkurvé:i? integriert wird.

Bezeichnet y(N) das Funktional zur Bewertung der KurvenCj ; ij 2 E und o(Q) das
Funktional zur Bewertung der Querableitungsvektorfelderso ergibt sich das Gesamtfunk-
tional zu

= Nt Q mit > 0

Die Bedingung > 0 ist notwendig um die Losbarkeit des dem Optimierungsproblem
zugeordneten Gleichungssystems zu garantieren (vgl. Anhang & 2wuf Seite 122).

Wie fur das G-Kurvennetz wird auch die Optimierung desG?-Kurvennetzes iteriert. Die
zweiten partiellen Ableitungen Sy, ; Sy und S, werden bei jedem einzelnen Optimie-
rungsschritt auf O initialisiert.

5.1.4 Ergebnisse

Abschlie end werden die beiden Methoden zur Festlegung der Elkn Parameterrichtung
s; kurz miteinander verglichen. Au erdem werden, z.T. anhande&s Beispiels aus Abschnitt
4.1.4, die Unterschiede zwischen de@®!- und dem G2-Kurvennetz erlautert.

Uberraschenderweise ergeben sich bei An-
wendung der KK-Methode zur Bestimmung
der lokalen Parameterrichtungs; fast immer
schlechtere Ergebnisse als bei der N-Methode.
Abbildung 5.2 zeigt die resultierenden Kur-

0 0

ven bei Anwendung auf das unsymmetri- 0604702 0 02 0406 0604702 0 02 0406
sche Beispiel aus Abschnitt 4.1.4Zwar ist

das Kontrollpolygon bei Anwendung der N- 7 7

Methode unregelm iger als fur bei der KK- 4 4

Methode, dennoch weist der Ksmmungsplot
ein genstigeres Verhalten ér die N-Methode
auf. 2 2
Um die G2-Kurvennetzmethode mit der G-
Kurvennetzmethode zu vergleichen, verwen-
den wir das Beispiel der vier Punkte auf dem
Einheitskreis aus Abschnitt 4.1.4. Hierbei be- , ,
trachten wir zunechst die Initialisierung oh- APPildung 5.2: Die Anwendung der N-
ne weitere Optimierung und die Ergebnis-MethOde (links) und der KK-Meth(_)de_
se des jeweils einmalig optimierten Kurven-(Téchts) auf das unsymmetrische Beispiel
netzes mit dem einfachen Funktional, dem@us Abschnitt 4.1.4, jeweils die Kurve
Laplace-Beltrami Funktional und dem Funk- (OP€n) mit zugeferigem Kremmungsplot
tional dritter Ordnung. (unten).

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

2Hierbei wurde die Kurve einmal mit dem einfachen Funktional optimiert, damit die Unter schiede zu
Geltung kommen. Ohne Optimierung ist Sy = Swi = Swi = 0, wodurch die Parameterrichtung s; ohne
Einu bleibt.
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Abbildung 5.3: Die G2-Kurvennetze (oben) mit den zugebrigen Krummungsplots (unten)
fur die verschiedenen Funktionale nach einmaliger Optimieng bei den Kreisdaten. Links
die Initialisierung, Mitte-links das einfache Funktional, Mitte-rechts das Laplace-Beltrami
Funktional und rechts das Funktional dritter Ordnung.
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Abbildung 5.4: Die G?-Kurvennetze (oben) mit den zugeérigen Krummungsplots (unten)
fur die verschiedenen Funktionale nach bis zur Konvergenz iiterter Optimierung bei den
Kreisdaten. Links das einfache Funktional, in der Mitte das &place-Beltrami Funktional
und rechts das Funktional dritter Ordnung.

In allen Fellen werden die Tangenteringen mit der KS-Methode bestimmt. Die Parame-
terrichtungen's; werden mit der N-Methode ermittelt.
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Die Initialisierung liefert zunachst eine Kurve mit schlechtem Kemmungsverhalten, da
hier wegenS,,i = Swi = Swi = 0 fur jede Kurve C;; die Krummung in den Endpunkten
verschwindet (vgl. Abbildung 5.3).

In Abbildung 5.4 sind die Ergebnisse der bis zur Konvergenz dumgpbikihrten Optimierung
angegeben. Im Vergleich zu den optimiertes!-Kurvennetzen (vgl. Abbildung 4.7 auf
Seite 61) erkennt man ein verbessertes g&immungsverhalten; die resultierenden Kurven
approximieren den Einheitskreis sehr gut.

Die Unterschiede bei Verwendung der verschiedenen Funktioaaur Optimierung desG?-
Kurvennetzes entsprechen denen bei@!-Kurvennetz. Deshalb sei hier auf die Aushrun-
gen in Abschnitt 4.1.4 verwiesen.

Im Vergleich mit dem G-Kurvennetz ergeben sich bei Anwendung de®2-Kurvennetze,
von wenigen Ausnahmen abgesehen, Kurvennetze mérgtigerem Krimmungsverhalten.
Insbesondere zeigt sich, da sich dag?-Kurvennetz, aufgrund der Einbindung der Quer-
ableitungen, wesentlich stabiler verailt als das G-Kurvennetz. Dies wird vor allem dann
deutlich, wenn das Kurvennetz durch die Geometrie des zugrdeliegenden Polyeders fast
nicht mehr winkel-regukr oder ordnungserhaltend ist. (vgl. Bezeichnung 2.2.1 undedBei-
spiele in Abschnitt 5.4).

5.2 Ausf ullen des G2-Kurvennetzes

Im Folgenden wird beschrieben, wie das optimiert&2-Kurvennetz unter Verwendung von
einer Dreiecks-Bezier ache vom Grad 7 déir jede © nung des Kurvennetzes zu einer glatten
Flache fortgesetzt werden kann. Hierbei wird neben den RandkenwC; des Kurvennetzes
auch das Querableitungsvektorfeld; interpoliert.

SeiS die Flache, die &r die Dreiecksseite (Vi;Vj;V) des Polyeders angesetzt wird und
eber den KantenV;V;;V;V und VV; die durch das Kurvennetz und die Querablei-
tungsvektorfelder gegebenen Informationen interpolieresoll. Die Kontrollpunkte von S
bezeichnen wir mitb/; | = (iy;iz;iz); i1+ i+ iz=7.

Sei die Fache S uwber dem Dreieck (r;s;t) parametrisiert. Die durch die Kanten des
Parameterdreiecks gegebenen Richtungen seien bezeichneth: &, = s r;v, =t r.
Damit ergibt sich die Querableitung der FacheS entlang der Kanters zu:

X 7 7 6
Sy, (U) = bs w1 D7 ko Br(U):
i=0

Um die Interpolation der durch das Tangentialfeld der KurveC; und durch das Quera-
bleitungsvektorfelds;; gegebenen Tangentialebene zu garantieren, wird ein Ansaitianlich
zu dem von Chiyokura und Kimura gemacht (vgl. Abschnitt 1.2 auSeite 11):

Sv. ()= jCJ(u)+ e (u): (5.11)

Analoge Anatze fur S, und S,, entlang der Kantest bzw. tr stellen sicher, da die Quer-
ableitung von S in der jeweiligen Tangentialebene liegt. Die Gewichtspolpme i ; j
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werden quadratisch bzw. kubisch geshlt. Es sei angemerkt, da die Regulariat des
(Normalen-) VektorfeldesCi(j’ g entlang rs nicht per Konstruktion garantiert werden
kann. In allen bisherigen Tests wurde allerdings kein einzigé&all beobachtet, in dem
C? & singular geworden ist.

Um alle drei Bedingungen der Form (5.11)ir
S erfullen zu kennen, mussen die Gewichtspo-
lynome so gewhlt werden, da die Tangen-
tialbedingungen und die sogenannteiwist-
bedingungerin den Ecken ertllt werden. Die
Tangentialbedingung &r die Kante s ergibt
sich zu:

5
b 302

7
bdos bloo = ij;OCi?;o"' i oflij; 05 (5.12) bos D511
wobei die Ableitung vonCj durch
Xt b? b3
Cow= CHBiwW 0 JPigp P,
k=0 b610 b520

gegeben ist. Die Twistbedingung der entspre-

chenden Kante wird wie folgt formuliert (vgi  APbildung 5.5: Die Twistbedingung: Der

Abbildung 5.5): Twistpunkt bZ;;, geht in die Interpola-
tionsbedingungeneiber zwei Kanten ein.
bio+ bl bl = Kontrollpunkte der FlacheS vom Grad

7 sind durch , die Kontrollpunkte des
7 + 7 7 . ) ' .
Doz * bonn Pz : (5:13) Kurvennetzes mit gekennzeichnet.

Da wir ein G2-Kurvennetz vorliegen haben, sind die Twistbedingungen stetsfellbar.

Die Normalenkomponente vorb/,, ist dadurch bestimmt, da die gemischte Ableitung der
FlacheS in r mit der zweiten Fundamentalform kompatibel gewhlt wird. Zur Festlegung
der tangentialen Komponente vorbZ,; werden die Unbekannten . ; und ;.2 SO bestimmt,
da Gleichung (5.13) erwillt wird.

Konkret bedeutet dies, da die sich aus Gleichung (5.11) ergebde Darstellung vorb/,,
béio:

6 bl;; b =3( o1t abo)+t4 §oChit2 1CP (5.14)
und der analog Ausdruck éir bZ;; bl

6 bl blp =3( ksbkizt i2fki3) t4 2ij); 3+2 1Ci?; 4 (5.15)

in die Gleichung (5.13) eingefgt und nach den Unbekannten ;. ; und ;. , aufgebst wird.
Fur winkel-regulare Kurvennetze (vgl. Bezeichnung 2.2.1 auf Seite 25) sindedVektoren
8 o und €3 immer linear unabhangig (vgl. Abschnitt 5.1.2). Somit kennen ;1 und
ki 2 iImmer so gewhlt werden, da Gleichung (5.13) entillt ist. Der bislang unbestimmte
Kontrollpunkt . ; wird durch einfache Mittelung aus . o und . , berechnet.

Die Regularitat von ij’ gj Vvorausgesetzt, mu bei geeigneter Orientierung Vo
i (U) > O;u 2 [0;1] gelten um eine reglre Flache und damit einenG! ®bergang zu
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erhalten. Au er in wenigen Ausnahmesituationen ist dies immer dd-all, obwohl diese Be-
dingung in der Bestimmung der Kontrollpunkte j 1 und ;> nicht explizit berucksichtigt
werden kann. Dennoch, i.a. kann hier nur Tangentialstetiglkegarantiert werden.

Sind die Gewichtsfunktionen j; ; « und j; ; « ermittelt, so sind die Kontroll-
punkte B/ auf der ersten Reihe durch Gleichung (5.11) bestimmit.

Die Kontrollpunkte bs; b2z, und b3 werden zumchst durch die Forderung

SUr tr ¥ Vr (r) = O’

xiert.

In vielen Situationen ergibt sich bereits durch diese Festlegg der innersten Kontrollpunk-
te eine gualitativ gute Interpolations ache.

Wie schon bei der Konstruktion der 3 4-Flachen #ir das G!-Kurvennetz kennen die-
se Parameter durch eine Optimierung eines quadratischen Furdnals bestimmt werden.
Hierbei kann allerdings jede einzelne Beziemche #ir sich optimiert werden. Zur Optimie-
rung werden alle in Abschnitt 4.2 beschriebenen Funktionalergjesetzt.

5.3 Simultane Optimierung

In Abschnitt 4.3 haben wir gesehen, da d¥r die G!-Kurvennetzmethode die beiden Opti-
mierungsschritte #ir das Kurvennetz und #r die 3 4 Split achen zu einem simultanen
Optimierungsschritt zusammengefa t werden &nnen. Aufahnliche Weise lonnen auch im

Fall des G2-Kurvennetzes alle freien Kurven- und Richenparameter unter Ansatz eines
guadratischen Funktionals zur Bewertung der Flche optimiert werden.

Bei der simultanen Optimierung desG!-Kurvennetzes ist die Unablngigkeit der ange-
setzten Gewichtsfunktionen #éir den Chiyokura-Kimura Ansatz von den zu optimierenden

4.3).

Fur das G?-Kurvennetz werden die Kontrollpunkte .o und . o der Gewichtspolynome
durch die Tangentialbedingung (5.12) festlegt. Aufgrund deDarstellung vonC$ (0), Ci‘j’ (0)

und g; (0) in den lokalen Koordinaten ergibt sich die Unabingigkeit von .o und j; o von

den partiellen AbleitungenS,;;S,; vellig analog wie beimG!-Kurvennetz (vgl. Gleichung
(4.13) auf Seite 66).

Um zu zeigen, da die Bestimmung der inneren Kontrollpunkte j. ; und ., der Ge-
wichtspolynome ebenso unal®ingig von den partiellen Ableitung beiV; ist, betrachten
wir Gleichung (5.13). Demnach ergibt sich der TwistpunktBZ,, unter Verwendung von
Gleichung (5.14) zu:

biy = Vi+ 2CP o+ 3 2 1Clo+4 5 0CP1+3( afio* o) : (5.16)
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Unter Verwendung von

Suui Suvi aij

Wi,
Suvi vai hj

0(0) 4 Cul Ci(j);o =s; + GjSu+ dijSi+(a;h)

0 — . . — . Suui Suvi e|j .
& (0) =3 (61 ®i0) = (a5;0) Swi Swi fi Wi,

kann (5.16) auf folgendeaquivalente Form gebracht werden:

bl =Vi+ 1+

1+t 2 o Co+t 3( ot oo+ & i:0CiH0)+ & i ofl (0):

~Ni-
Wl

Fassen wir alle (; ¢i)-Komponenten zuk;; + |;¢; zusammen, so ergibt sich die folgende
Darstellung in dem lokalenf @;; ¢;; W;g Koordinatensystem:

0 L 0 0 1
7 @ K A 0
bsy; = l + % g
kS + |:Su . h. uui Suvi 1 . ] 41 i ]
i Sui i Svi ( a;j ; hj ) Swi va 6 ;0 ]t_lj 6 ;0 fij
ki
-@ | A+_% }i: (5.17)
S S _ : .
siris P 3w

Die letzte Gleichheit folgt aus Gleichung (5.12) und der Tatache, da die lokale Para-
meterrichtungen vonCY ; bzw. von bgo;  b7oo durch (a; ; by )" bzw. 1 (a;bi)' gegeben
sind.

Durch analoge Vorgehensweise erhalten wir aus Gleichung ®.lnter Verwendung von
Gleichung (5.15) folgende Darstellung vobgll'

0

bgu:@ i A+_% S |Sv1 Aik §:
ksu,+IS,. (ay ;by) Sl:tl S\,u\,I bk

1

Da beide Darstellungen vonb/,, fur eine bestimmte Wahl von partiellen Ableitungen
Sui;ii1; Swi wbereinstimmen, folgt: ki = ki;l; = ;. Somit gilt Gleichung (5.13) #ir jede
beliebige Wahl vonS;;;:::;Syi, die Kontrollpunkte i 1, ki:2 Sind also unabl&ngig von
diesen partiellen Ableitungen.

Die Kontrollpunkte bgo;  bgs1 Werdenwber Gleichung (5.11) bestimmt und langen auf-
grund der festen Gewichtspolynome linear von den Kurve@; bzw. von den Querablei-
tungsvektorfelderng; des Kurvennetzes und damit auch von den partiellen Ableiturem

Ul;ll-.S\/VI ab

Die in Abschnitt 4.4 gemachten Aussagember die Unterschiede bei Verwendung der ver-
schiedenen Funktionale, sowie bei Einsatz der Zweischritt- bzwder simultanen Optimie-
rung, tre en auch fur die G?>-Kurvennetzmethode zu.
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5.4 Vergleich der parametrischen Interpolationsme-
thoden

In Abschnitt 2.2 wurden verschiedene bekannte Verfahren zumkung des parametrischen
Interpolationsproblems beschrieben. In diesem Abschnitt werdesinige dieser Verfahren
mit den in den Kapiteln 4 und 5 eingedfihrten G*- und G2-Kurvennetzmethoden verglichen.
Des weiteren werden di&?*- und die G?>-Kurvennetzmethode auf einige Beispieldatentze
mit mehreren hundert Punkten angewendet.

Zum Vergleich derG*- und der G2-Kurvennetzmethode mit den bekannten Verfahren zur
Lesung des parametrischen Interpolationsproblems werden feitgle zwei Datenatze ver-

wendet (vgl. Abbildung 5.6): Spmrendaten (14 Punkte; 24 Seitermchen) und Torusdaten
(100 Punkte; 200 Seitenachen).

Abbildungen 5.8 und 5.10 zeigen die Interpolations-
achen, sowie die zugatrigen Gau -Kremmungsplots,
nach dem Verfahren von Moreton und Sequin, Shirman
und Sequin und Nielsor?, jeweils von links nach rechts.
Wie zu erwarten liefert das Verfahren nach Moreton
und Sequin eine sehr gute Approximation an die exak-
te Sphare bzw. an den exakten Torus. Bei den Torus-
daten wurde allerdings die Fchenoptimierung nach
30 Iterationen und einer Laufzeit voreber 50 Stunden
(') abgebrocheA. Fur die Shirman-Sequin Flache sind
in beiden Fallen sehr ungleichm ige Kr ummungsver-
teilung erkennbar. Die Nielson Fhche hingegen hat im
Fall der Spharendaten wesentlich go ere Krammungs-

schwankungen als im Fall der Torusdaten.
Abbildung 5.9 und 5.11 zeigt die Interpolations-
achen mit dem interpolatorischen Splineachen nach
Loop, sowie die Ergebnisse deG!- und der G?- Abbildung 5.6: Die Testda-

Kurvennetzmethode (von links nach rechts). tensatze: Sphare und Torus

Die Spline achen nach Loop haben gro e Probleme mit der Unsymmetrie in déaten, d.h.
mit den eingetigten Diagonalkanten. Dies wird vor allem im Vergleich mit dn, entscharf-
ten\ Polyedern deutlich. Abbildung 5.12 zeigt die entsprecheen Interpolations achen
fur die Spharen- und die Torusdaten ohne die Diagonalkanten. Bei allgeximer Lage der
Interpolationspunkte ist eine derartige, Entscharfung\ allerdings nicht meglich. Die G?-
Kurvennetzmethode, die als wesentlichen Bestandteil eine Nante des Shirman-Squin
Verfahrens beinhaltet, zeigt ein sehr viel besseres &nmungsverhalten als die urspmg-
liche Shirman{Sequin Methode. Die Gute der mit der G-Kurvennetzmethode generierten
Interpolations achen kommen sehr nahe an die Ergebnisse von Moreton und Segléran.

3Hierbei wurde die in Abschnitt 2.2.2 auf Seite 31 beschriebene Modi kation bei der Beimmung der
Tangentenlangen angewendet.

4Moreton uns Sequin erreichen eine Beschleunigung ihrer Methode durch Verwendung von Symmetrie-
information; hier wurde diese zuatzliche Information nicht benutzt.
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Die verwendeten Parameter, Optimierungsmethoden, sowie diaaufzeitverhalten der ein-
zelnen Verfahren ist in den Tabellen B.4 { B.7 im Anhang B festgediten.

Im folgenden werden digs!- und die G>-Kurvennetzmethode anhand einiger @rerer Bei-
spiele getestet. Abbildung 5.7 zeigt zwei Polyeder, die von CABElachen zu Simulations-
zwecken zuachst regubr abgetastet wurden. Anschlie end wurden die regaten Polyeder
einer Datenreduktion unterzoger?. Zum Vergleich werden die Polyeder mit dem Shirman-
Sequin Verfahren interpoliert.

Abbildung 5.13 zeigt die Interpolations achen zum ersten Polyeder. Die Shirman-Squin
Flache weist starke Kemmungsschwankungen in den Rundungsbereichen auf. Die-
Kurvennetzmethode hingegen besitzt ein sehr gleiclenges Kremmungsverhalten. Die
leichten Kremmungsschwankungen, die noch erkennbar sind, sind vor allemf alie in
diesem Regionen auftretendeneshnen Dreiecke zumckzufhren. Etwas mehr Probleme
ergeben sich mit derG?-Kurvennetzmethode. Die Anwendung der,stabilen\ Funktio-
nale (Thin-Plate bzw. datenablangiges Thin-Plate Funktional) ihrt hier nicht auf das
geweinschte Ergebnis. Die Anwendung des Funktionals dritter Ordmyg in Zusammenhang
mit der simultanen Optimierung erweist sich bei diesem Beispielsaextrem instabil. Die
Qualitat der resultierenden Interpolationseche ist daher auch nicht ganz so gut, wie bei
der G!-Kurvennetzmethode. Fur die Optimierung desG?*- und des G?-Kurvennetz kann
aufgrund der gro en, achen Bereiche im zugrundeliegendeRolyeder nur das einfache
Funktional mit Parametern > 0 oder > 0 oder das Laplace-Beltrami Funktional ein-
gesetzt werden.

Abbildung 5.7: Die beiden CAD-Fkchen: Links die erste CAD-Fache mit 191 Ecken und
341 Dreiecksseiten; Rechts die zweite CAD-#the mit 551 Ecken und 1049 Dreiecksseiten.

Die Interpolations achen zur zweiten CAD-Fache sind in Abbildung 5.14 dargestellt. Bei
diesem Beispiel wird die mittlere Kummung visualisiert, da die zugrundeliegende &the in
einigen Bereichen nahezu zylindrisches Verhalten haDie Shirman-Szquin Methode liefert

SDie Datensatze wurden dankenswerterweise von Herrn Dr. Boerger von der Firma composi-
te_consultants, Erlangen, zur Verfugung gestellt. Die Datenreduktion wurde von Herrn Karbacher vom
Physikalischen Institut der Universit at Erlangen, Lehrstuhl fer Optik, durchgefelhrt.

6Bekanntlich verschwindet die Gau kr ummung fer zylindrischen Flachen, da eine Hauptkemmung null
ist.
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auch hier eine Interpolationsache mit sehr unginstigem Kraemmungsverhalten. Deutlich
zeigt sich die Verbesserung bei Anwendung d&?*- bzw. der G2-Kurvennetzmethode. Fur
diesen Datensatz liefert das Thin-Plate Funktional zur Bewéung der Interpolations ache
fur die G- und die G2-Kurvennetzmethode gute Ergebnisse.

Der Rechenaufwand bei deG2-Kurvennetzmethode steigt aufgrund der gro en Anzahl der
Optimierungsparameter und der relativ schlechten Konditiorerung der Optimierungsma-
trix.

Tabelle B.8 und B.9 in Anhang B zeigt die verwendeten Parameateind das Laufzeitver-
halten fur die beiden CAD-Flachen.

Abschlie end testen wir die beiden Kurvennetzmethoden an eine Polyeder, das ein Ge-
sicht darstellt. Der Datensatz wurde aus einer Messung mit einemy@erware’ M -Scanner

mit anschlie ender Datenreduktion gewonneri. Das Polyeder besteht aus 1496 Punkten
und 2927 Dreiecken.

Abbildung 5.15 zeigt in der Mitte das Ausgangspolyeder. Links hedet sich die mit der G*-
Kurvennetzmethode konstruierte Fhche mit einer Nahaufnahme des Nasenbereichs. Das
G!-Kurvennetz konnte in diesem Fall nicht bis zur Konvergenz djmiert werden, da im
Nasenbereich mit zunehmender Zahl der Iterationen ein nichtimkel-regulares Kurvennetz
entsteht. Die Interpolations ache wurde dann mit dem einfachen Thin-Plate Funktional un-
ter Verwendung der simultanen Optimierung berechnet. Die Bthe weist leichte Schachen
im Mund- und im Augenbereich auf (die oberhalb des Auge erkenmbHautpustel ist im
Datensatz schon vorhanden). DieG? Kurvennetzmethode generiert eine Interpolations-

ache mit global glatterem Aussehen. Die Probleme im Nasenberetobten hier nur noch
sehr schwach auf. Die Schwierigkeiten im Mund- und Augenbereisind im Vergleich zur
G-Kurvennetzmethode nur wenig verringert. Hier wurde das danabhangige Thin-Plate
Funktional zusammen mit der simultanen Optimierung angewera.

Die G*- und die G2-Kurvennetzmethode éihren, gegember den nicht optimierenden Me-
thoden, in allen bislang getesteten Situationen auf Interpations achen mit deutlich ver-
besserter Qualiat. Auf der anderen Seite ergibt sich auch ein wesentlichugstigeres Lauf-
zeitverhalten als bei der Methode von Moreton und Sequin. 2 dabei erzielte Fachen-
gualitat ist durchaus mit der von Moreton und Sequin vergleichbarAufgrund der langen
Rechenzeiten des Moreton-Squin-Verfahrens konnten hixei allerdings nur #ir relativ klei-
ne Beispiele Vergleiche angestellt werden. Die aufgkften Beispiele belegen, da digs?-
und die G2-Kurvennetzmethode auf Polyeder mit bis zu 1500 Punkten ejesetzt werden
kennen.

Im Vergleich der beiden Methoden untereinander erweist sichiedG2-Kurvennetzmethode
meist als das bessere Verfahren: Die resultierenden Interpatets achen haben i.a. bes-
seres Kemmungsverhalten, der Algorithmus verhlt sich bei Polyedern mit topologisch
schwierigen Teilregionen stabiler. Allerdings ist dig5!-Kurvennetzmethode, bei Einsatz
derselben Funktionale und derselben Optimierungsmethode in@mschneller.

"Dieser Datensatz wurde dankenswerterweise von Herrn Keeve vom Institutefr Elektrotechnik der
Universitat Erlangen, Lehrstuhl fer Nachrichtentechnik, zur Verfagung gestellt.
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Abbildung 5.8: Interpolations achen (oben) und Gau -Krmmmungsplots (unten) &ir die Spharendaten: Das Verfahren nach Moreton
und Sequin (links), nach Shirman und Sequin (Mitte) und nad Nielson (rechts).
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Abbildung 5.9: Interpolations achen (oben) und Gau -Krimmungsplots (unten) #ir die Spharendaten: Die Splineachen nach Loop
(links), die G- bzw. G2-Kurvennetzmethode (Mitte und rechts).
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Abbildung 5.10: Interpolations achen (oben) und Gau -Krimmungsplots (unten) #ir die Torusdaten: Das Verfahren nach Moreton
und Squin (links), nach Shirman und Squin (Mitte) und nad Nielson (rechts).
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Abbildung 5.11: Interpolations achen (oben) und Gau -Krimmungsplots (unten) #r die Torusdaten: Die Splineachen nach Loop
(links) und die G- bzw. der G2-Kurvennetzmethode (Mitte und rechts).
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Abbildung 5.12: Interpolations achen (oben) und Gau -Krimmungsplots (unten) #ir die ,entscharften\ Spharen- und Torusdaten
mit dem Schema von Loop.
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Abbildung 5.13: Interpolations achen (links) und Gau -Krammungsplots (rechts) @r die erste CAD-Flache: Die Methode nach
Shirman und Sequin (oben) und dieG*- und die G2-Kurvennetzmethode (Mitte und unten).
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Abbildung 5.14: Interpolations achen (oben) und Kemmungsplots #ir mittlere Kr ummung (unten) fer die zweite CAD-Flache:
Die Methode nach Shirman und Squin (links) und dieG*- und die G2-Kurvennetzmethode (Mitte und rechts).
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Abbildung 5.15: Das Gesichtsdaten-Polyeder (Mitte) rekonstiart mit der G!- (linke Spalte) und der G2-Kurvennetzmethode
(rechte Spalte): Die Gesamtansicht (jeweils oben), sowie Natmchten des Nasenbereichs (jeweils unten).
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Kapitel 6

Erweiterungen und Anwendungen

In den Kapiteln 4 und 5 wurden Verfahren zur Optimierung vorG!- und G2-Kurvennetzen,
sowie Methoden zum Generierung glatter Bchen ausgehend von diesen Kurvennetzen
beschrieben. Dabei haben wir uns stets auf das Problem konz@mt, die Ecken eines
triangulierten Polyeders zuinterpolieren. In diesem Kapitel werden einige Erweiterungen
und Anwendungen der eingeihrten Kurvennetzverfahren diskutiert, bei denen die Ein-
schmnkungen der dreieckigen Polyederseiten und der Interpoian der Polyederecken z.T.
aufgehoben werden. In Abschnitt 6.1 wird zuschst aufgezeigt, wie die Kurvennetzmetho-
den auf beliebige Polyeder erweitert werdenekinen. Die dabei verwendete Idee dérien
Knoten ermeglicht einen Approximationsansatz (Abschnitt 6.2). In Abschnitt6.3 befassen
wir uns mit dem Problem der Interpolation gegebener Beziemcheneber ausgewhlten Sei-
ten achen eines Polyeders. Ein Spezialfall dieser Problematik dds Fellen von n-eckigen
Lechern, die von Bezier achen berandet sind. Eine weitere Einsatzeglichkeit besteht in
der Konstruktion von Blend achen beliebiger Topologie. Abschlie end werden einige Bei-
spiele zu den verschiedenen Anwendungen gegeben.

6.1 Polyeder mit konvexen n-eckigen Seiten achen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Frage, wie die Eckemes beliebigen Poly-
eders interpoliert werden lnnen. Es gibt grundsitzlich zwei Meglichkeiten dieses Problem
anzugehen. Einerseits kann man versucheuarfiede n-eckige Seitenache des Polyedersi-
ne n-eckige Fache einzupassen (vgl. [LD89, LD90]). Alternativ énnen mehrere Flachen
einfacher Form (z.B TP-Flachen oder Dreiecks-Beziemchen)uber einer einzigem-seitige
Seiten ache angesetzt werden (vgl. [SS87, Hah89, GZ94]).

Betrachtet man die Repmsentationen desz!- und desG2-Kurvennetzes (vgl. Gleichungen
(4.6) auf Seite 55 und (5.5) auf Seite 73), so erkennt man, daiedPosition des Kurvennetz-
knoten beiV; stets linear in die Darstellung ein ie en. Daher kann der Netzwrkknoten

beiV; als Parameter &ir die Optimierung angesetzt werden. Wird die Knoten des Kuen-

netzes &ir die Ecke V; als freier Parameter verwendet, so sprechen wir von einereien

Knoten und bezeichnen ihn mitS;.

Das Konzept der freien Knoten machen es nuneyglich, da parametrische Interpolations-
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problem auf Polyeder mit beliebigenkonvexeSeiten achen auszuweiten (vgl. Abbildung
6.1):

(i) Das ursprengliche Polyeder wird durch Eintigen zustzlicher Ecken zu einen Polyeder
mit ausschlie lich dreieckigen Seitenachen verfeinert. Hierzu wird @r jede Seiten-
ache mit mehr als drei Ecken eine Ecke einggjt und alle urspringlichen Ecken der
Seiten ache mit dieser durch eine Kanten verbunden. Die Knoten des Kuiennetzes
werden an den zustzlichen Ecken als frei markiert.

(i) Die Reprasentation des Kurvennetzes, die Bestimmung der lokalen Parater und
die Optimierung des Kurvennetzes arbeiten analog zu den inalditel 4 und Kapitel
5 beschriebenen Verfahren. Der einzige Unterschied besteht idarda neben den

jeder zuatzlichen EckeV; variiert werden.

(ii) Zum Ausfullen des Kurvennetzes werden ebenfalls die bereits besebenen Metho-
den angewendet. Auch die simultane Optimierung von Kurvennetund Flachen (vgl.
Abschnitte 4.3 und 5.3) kann eingesetzt werden, da die freien Kten auch linear in
die Flachendarstellung eingehen.

By By

Abbildung 6.1: Behandlung von Polyedern mitn-eckigen Seitenachen: Im ersten Schritt
werden zusitzliche Ecken eingefhrt; bei der Optimierung verandern die entsprechenden
freien Knoten ihre Position (rechts ist das verfeinerte Polyger deinn, das optimierte Kur-
vennetz dick eingezeichnet).

6.2 Gl atten von Polyedern

Das Glatten von Daten unter Verwendung von Interpolationsmethode wird hau g ange-
wendet, wenn die exakte Interpolation der Daten nicht expit gefordert wird bzw. auf-
grund von Ungenauigkeiten, z.B. bei der Datenerfassung, gaichi erweinscht ist. Das Ziel
besteht dann darin, eine Fhche zu nden, die neglichst glatt ist (also z.B. gleichma igen
Kremmungsverlauf aufweist) und die gegebenen Daten ausreicheqd approximiert.

Fur den Kurvenfall stellt sich die prinzipielle Vorgehensweisalie auch unter dem Begri
~Smoothing\ bekannt geworden ist, wie folgt dar (vgl. Abbildung6.2 und [HL92]):
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Zu gegebenen Parameterwerten;; i = 1;:::;N in dem reellen Parameterin-
tervall [a; d und zu gegebeneAufma punkten Pi; i =1;:::;N ist eine Kurve
C :[a;d! R3 gesucht, die das Funktional

X

(C)= c(C)+ GkC(w) Pik’; >0
i=1
minimiert. ¢ bezeichnet dabei ein quadratisches Funktional zur Bewertgn

der Glatte. Die reellen Wertec, werden alsStei gkeitskoe zienten oder Feder-
konstantenbezeichnet.

Abbildung 6.2: Die Idee des @Gittungsansatzes: Die Aufma punkte werden nicht interpo-
liert, sondern eber Federn mit den entsprechenden Kurvenpunkte@ (u;) verknepft.

Wie wir in Abschnitt 6.1 gesehen haben, kann durch Kennzeichngrvon freien KnotenS;
desG!- und desG2-Kurvennetzes die entsprechende Position variiert werden. Ufar ein
Kurvennetz einen Ghttungsansatz wie in obigem Kurvenfall machen zuennen, werden
alle Knoten des Kurvennetzes als frei markiert. Bei der Optiierung werden die Ecken des
Polyeders als Aufma punkte verwendet. Der zu dem Aufma punkty; geherige Knoten S;
des Kurvennetzes wird bei der Optimierung variiert, wobeb; wber eine Federkonstante;
an die EckeV; angebunden wird. Dies geschiehtber Hinzunahme des Termes

X 2
QkS, V,k

i=1
zu dem #ir die Optimierung des Kurvennetzes angesetzten Funktional

Das optimierte Kurvennetz kann mit den in Abschnitt 4.2 und in Alschnitt 5.2 beschrie-
benen Methoden zum Ausfllen desG*- bzw. desG2-Kurvennetzes zu einer glatten Fiche
fortgesetzt werden.

Im Unterschied zu dem Approximationsansatz bei Kurven verhaltegsich die Kurvennetze
.SteifeN. Dies ist auf die Tatsache zuackzufehren, da die Ableitungen der einzelnen
Kurven C; des Kurvennetzes in den Eckpunkten nicht beliebig variieng sondern durch
die Fixierung der lokalen Parameter bereits in ihrer Gy enordnung festgelegt sind.
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6.3 Interpolation gegebener Bzier achen

Das Fllen von n-eckigen lochern, die von Polynomeachen berandet sind und das Erzeugen
von Blend achen zwischen zwei oder mehreren Polynoachen sind Probleme, die éu g
im Umfeld der Modellierung von Freiform achen auftreten (vgl. [Hah89, GZ94, Gre94a)).

Wir betrachten diese Probleme als Teil der folgenden FrageBtmg, wie sie sich éir Flachen
eiber Polyedern stellt:

Gegeben: Ein Polyeder mit beliebigenn-eckigen, konvexen Seiterachen, bei dem zu
einigen der drei- oder viereckigen Seitemchen schon TP-Bezier bzw. Dreiecks-
Bezier achen de niert sind.

Wir setzen hierbei voraus, da die gegebenen &thenssicke sinnvoll gevahlt sind,
d.h. da die entsprechenden Eckpunkte des Polyeders von dias€lachenssicken
interpoliert werden und da die Flachenssicke die Topologie der entsprechenden Sei-
ten achen erhalten und gegebenenfalls glatt aneinander ansetén.

Gesucht: Zu allen Seiten achen des Polyedersef die bislang keine Fachen de niert sind,
sollen Teil achen bestimmt werden, so da eine global glatte (tangentialstige oder
G! stetige) Flache entsteht.

Durch diese Formulierung ist die obigen Problemstellung mit aee Kurvennetzmethoden
losbar.

Es ist klar, da nicht beliebige Flachen vorgegeben seinekinen, wenn dieG*- und G?-
Kurvennetzmethoden zur Interpolation eingesetzt werden deh. Als Einschmnkung mu
gefordert werden:

G!-Kurvennetzmethode:  Alle gegebenen Richenwber drei- bzw. viereckigen Seiten-
achen des Polyeders sind kubische Dreiecks-Beziachen bzw. biquadratische TP-
Bezier achen.

G?-Kurvennetzmethode:  Die gegebenen Fichen uber drei- bzw. viereckigen Seiten-
achen des Polyeders sind Dreiecks-Bezieichen vom Grad vier bzw. bikubische
TP-Bezier achen.

Diese Einschankungen garantieren, da im Falle deiG!-Kurvennetzmethode die durch die
bereits vorhandenen Fachenssicke gegebenen Randkurven und Querableitungsvektorfelder
maximal kubisch bzw. quadratisch sind. Damit bnnen die Randkurven der gegebenen
Flachen als Kurven desG!-Kurvennetzes dargestellt und die modi zierte Shirman-Sguin
Methode zum Austlllen des Polyeders verwendet werden (vgl. Abschnitt 4.2).

Fur die G?-Kurvennetzmethode gilt ahnliches. Hier darf der Grad der Randkurven nicht
mehr als ®inf, der Grad der Querableitungsvektorfelder nicht mehr aldrei betragen. Dies
wird durch Einhalten der obigen Anforderungen an die vorgegenen Flchen gewhrleistet.

Naterlich derfen die durch die initialen Flachen gegebenen Positions-, Normalen- und ge-
gebenenfalls Kammungsdaten in den entsprechenden Ecken des Polyeders nisttandert
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werden. Die zugebrigen partiellen Ableitungen werden also gee der durch die Flachen
bekannten Normalen- und Kemmungsdaten xiert.

6.4 Ergebnisse

In dem abschlie ende Abschnitt dieses Kapitelaber Anwendungen derG*- und der G?-
Kurvennetzmethode geben wir einige Beispiele zu den versclgaen Erweiterungen, wie
sie in den vorherigen Abschnitten beschrieben wurden.

Abbildung 6.3 links zeigt ein Beispiel zur Approximation von Ptyedern. Hier wurde dieG?-
Kurvennetzmethode mit einer globalen Federkonstanten vonDeingesetzt. Es zeigt sich,
da die Polyederecken noch gut approximiert werden (rechteTeil). Der visuelle Eindruck
der Flache und der Kmmmungsverlauf hat sich im Vergleich zur Interpolation (linker Teil)
deutlich verbessert.

Die rechte Seite von Abbildung 6.3 zeigt drei Beispiele zur letpolation gegebener
Bezier achen. Bei der Hausecke sind insgesamt zehn biquadratische TPzB¥ achen vor-
gegeben. Die Ell ache besteht aus einer Interpolationsche mit einem freien Knoten,
die mit der G!-Kurvennetzmethode generiert wurde. Die Vorgaben bei derdkerecke sind
dreimal drei Dreiecks-Bezier achen vom Grad 3, die die entsprechenden Ebenen parame-
trisieren. Zu Berechnung der Interpolationsache mit der G1-Kurvennetzmethode werden
vier freie Knoten eingesetzt. Die Blendache zu den drei Rohrenden schlie lich wurde mit
der G?-Kurvennetzmethode bestimmt, diesber funf freie Knoten verkigt. Vorgegeben sind
hierbei dreimal vier biquadratische TP-Bezier achen.

Als letztes Anwendungsbeispiel kommen wir nochmals auf den Gésgstlatensatz aus Ab-
bildung 5.15 auf Seite 99 zwrck. Abbildung 6.4 zeigt das Ergebnis der Approximation des
Polyeders. Verwendet wird hierbei digG?-Kurvennetzmethode mit einer globalen Feder-
konstante von Q7. Die resultierende Approximationsache hat einen wesentlich weicheren
Verlauf als die entsprechenden Interpolationschen. Die Probleme im Mund- und Au-
genbereich, die bei den Interpolationschen auftreten sind kaum mehr erkennbar, die
Hautpustel uber dem Auge ist nur noch schwach ausgest.

Tabellen B.12 und B.13 im Anhang B gibt Auskunftuber die verwendeten Parameter und
eber die Laufzeiten der einzelnen Verfahren.






Abbildung 6.3: Beispiel zu den Anwendungen: Links ein Approxinti@nsbeispiel mit globaler Federkonstante :@ (rechterTeil) im
Vergleich mit der Interpolation desselben Polyeders (rechtd@eil) ( G?-Kurvennetzmethode); Rechts drei Beispiele zur Interpolain
gegebener Bezierachen: Eine Hausecke@!-Kurvennetzmethode), eine Ko erecke G*-Kurvennetzmethode) und eine Blendache

zwischen drei Rohrenden®2-Kurvennetzmethode).
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Abbildung 6.4: Die G2-Kurvennetzmethode als Approximationsansatz angewendet adie
Gesichtsdaten (links) und die entsprechende Nahaufnahme des Ndsmeichs (rechts).
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Kapitel 7

Implementation

In dem letzten Kapitel dieser Arbeit wird auf die Implementaton der Verfahren, die in den
vorangegangenen Kapiteln beschrieben wurden, eingegangen

Ausnahmslos alle Methoden der Kapitel 2, 3, 4, 5 und 6 wurden innel bestehende, ob-
jektorientierte Spline-Tool-Bibliothek unter C++ integr iert.! Diese Spline-Tool-Bibliothek
wird am Institut f ur Mathematische Maschinen und Datenverarbeitung (IMMD) der
Universitat Erlangen, Lehrstuhl fr Graphische Datenverarbeitung, weiterentwickelt und
gep egt. Sie dient als gemeinsame Plattformef neuen Methoden, die am Lehrstuhl
im Bereich der Geometrischen Modellierung entwickelt undfder getestet werden (vgl.
[SKKG94a, SKKG94b, GKP 95]).

In Abschnitt 7.1 werden ganz kurz die wesentlichen Merkmale debjektorientierten De-
signs angesprochen. Eintbersicht mber die Klassenhierarchie mit den wichtigsten Klassen
der Spline-Tool Bibliothek ndet sich in Abschnitt 7.2. Einige ausgevahlte Klassen, die @ir
die Implementierung der in dieser Arbeit beschriebenen Algohimen von grundlegender
Bedeutung sind, werden in Abschnitt 7.3 kurz e#utert.

7.1 Objektorientiertes Design

Die wesentliche Aufgabe beim Design objektorientierter Progmme und Bibliotheken be-
steht in der Festlegung der Operationen, die auf die Objekte rar Klasse angewendet
werden lonnen. Von au en betrachtet, werden die Objekte einer Klasseutch diese Ope-
rationen bzw. Methoden eindeutig beschrieben. Interne Stkturen sind fur den Benutzer
nicht zuganglich (Datenkapselung). Durch Ableiten lbnnen die Methoden einer Klasse auf
eine Subklasselbertragen werden. Hierbei kann eine abgeleitete Klasse durtiverschrei-
ben der Methode ihrer Basisklasse eine andere Implementierungr dlethode verwenden,
um die geforderte Funktionali®t zur Verfugung zu stellen. Durch Einihrung abstrakter
Basisklassen ist es syglich gemeinsame Schnittstellenuf eine Gruppe von Klassen zu
scha en, wodurch auch eine einfache Referenzierung von metan, verschiedenen Objek-

1Eine gewisse Ausnahme sind hierbei die funktionalen MNN-Verfahren (vgl. Abschnitt2.1.2 auf Sei-
te 21). Diese werden nach einer nicht aufarts kompatiblen Anderung in der aktuellen Bibliothek nicht
mehr untersteitzt.
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ten von abgeleiteten Klassen ohne explizite Typumwandlungeglich ist (Polymorphismus,
virtuelle Methoden).

7.2 Die Spline-Tool Bibliothek

Abbildung 7.1 zeigt einen Auszug aus der Klassenhierarchie debBothek in dem alle #r
die Implementation der einzelnen Verfahren wichtigen Klassedargestellt sind. Eine der
wesentlichen Ideen bei der Konzeptionierung dieser Bibliatk ist die Ausnutzung der Ver-
erbung zur einfachen Einbindung neuer Algorithmen, sowie d&rukturierungsmeglichkeit
durch Abbildung der verschiedenen Flchentypen auf die Klassenhierarchie. Dadurch wird
es nmoglich durch Uberschreiben weniger Basismethoden die volle Funktionatt wie sie in
der Basisklasse zur Vesigung gestellt wird, zu erhalten. Rr die verschiedenen Flchen-
klassen wird dies dadurch mglich, da die abstrakte Basisklassd?aramSurface zur Re-
prasentation parametrischer Fhchen alleine unter Verwendung der Punktauswertung alle
di erentialgeometrischen Gm® en einer Flache S fur einen konkreten Parameteru nume-
risch bestimmen kann (vgl. [SKKG94a, SKKG94b]).

Dies mag, je nach Auswertungsalgorithmusuf die Flache, nicht besonders e zient sein,
doch es befreit den Benutzer von der Implementierung der Meiden zur Berechnung
dieser geometrischen @&ren. Durch einfachestberschreiben von Methoden kann jederzeit
ein e zienterer Algorithmus zur Bestimmung der di erentialgeometrischen Ge en einer
Flache eingebracht werden.

Di erentialgeometrisch gesehen, ist eine Bche dadurch charakterisiert, da sielokal
parametrisierbar ist (vgl. Abschnitt 1.2 auf Seite 6). Dieser Sawerhalt wird durch
die KlasseObmCompositeParamSuxfiedergespiegelt. Beide KlassefaramSurface und
ObmCompositeParamSusind von der abstrakten Basisklass®@bmBaseSurfacabgeleitet.
Dies dient der einheitlichen Referenzierung von Objektenevschiedener Richenklassen.
Um eine neglichst gro e Flexibilitat zu erhalten, wird zur Repmsentation der einzelnen
Flachensticke in ObmCompositeParamSurine Liste von Referenzen auf Objekte vom
Typ ObmBaseSurfacererwaltet. Damit kann prinzipiell eine beliebige Hierarchetiefe von
Flachensticken aufgebaut werden: Ein Flchenseick, welches selbst wiederum aus meh-
reren Teil achen besteht (beispielsweise besteht eine Shirman-Squindrgolations ache
aus Teil achen, die selbst aus je drei Dreiecks-Beziesichen bestehen; vgl. Abschnitt 2.2.1).

Die verschiedenen Klassen in denen Verfahren zuedung des funktionalen Interpolations-
problems implementiert sind, sind von der BasisklasdaterpolSurface abgeleitet (vgl.
Abschnitt 2.1 auf Seite 17 und Kapitel 3 auf Seite 37). In dieseraBisklasse werden grund-
legende Algorithmen, wie Methoden zur Verwaltung der Datenmkte und der Datenwerte,
zur Verfugung gestellt.

Zur Darstellung von Kurven und Flachen benutzt die Spline-Tool Bibliothek Open
Inventof M (vgl. [Wer94]), eine objektorientierte Bibliothek zur Ersellung von D Anwen-
dungsprogrammenOpen Inventd™ baut im wesentlichen auf detOpen GILM Bibliothek
auf (vgl. [NDW93)).
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Es hat sich gezeigt, da das Konzept einer Spline-Tool Biblibek sehr gut #ir das schnelle
Einbauen und Testen von neuen Algorithmen geeignet ist. Hierbwiird extensiv von der
Vererbungshierarchie Gebrauch gemacht: Es mu ten nur an wigen Stellen Algorithmen
zur Bestimmung von geometrischen Eigenschaften voneéhen (Punktauswertung) inte-
griert werden. Die Einbindung von Klassen zur Durchfhrung von numerischer Integration,
zur Bestimmung von Optimierungsge en fer Basis achen (Bezier- und B-Spline achen)
und zur Behandlung von linearen Gleichungssytemen hat den Audwd zur Umsetzung der
eigentlichen Algorithmen deutlich reduziert.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen wurdereber den Verlauf der letzten Jahre
entwickelt und in die Spline-Tool Bibliothek integriert. Dies ®ihrt ganz zwangshu g dazu,
da gewisse Teilbereiche der Bibliothek stark verwachsen sindirEweiteres Problem zeigt
sich bei der Anwendung go erer Datensatze. Hier mu ten zunachst einige Engpsse bei der
Visualisierung der FRcheneberwunden werden, da die Spline-Tool Bibliothek urspinglich
nicht fer solche gro en Beispiele konzipiert war.

7.3 Spezielle Klassen

Im folgenden werden einige wichtige Klasse, die zur Umsetzung derschiedenen Metho-
den in die Spline-Tool Bibliothek integriert wurden, kurz eklart.

ObmCurveNetWork

Die Klasse ObmCurveNetWorkeschreibt ein Kurvennetz. Wir gehen dabei davon aus,
da ein Kurvennetz als Teil einer Zweischrittmethode zur Geerierung von Interpolati-
ons achen verwendet wird. Daher enthlt diese Klasse das zu interpolierende Polyeder als
Variable. Die eigentlichen Kurven werden als eine Liste vondRerenzen auf den Basistyp
der parametrischen KurvenParamCurveverwaltet. Zusatzlich wird in einer Liste von Ne-
benbedingungen festgelegt, welche geometrischen Eigendeimfwie ,freie Knoten\ oder
Interpolation gegebener Normalen in einer Ecke, das Kurveeiz haben soll. Private Daten,
die die einzelnen Verfahren zur Berechnung der Kurvennetb&netigen, werden in einer
dafer vorgesehenen Struktur gespeichert. Diese private Struktwvird in ObmCurveNetWork
referenziert.

Das Kurvennetz wird eber die MethodeconstructNet der KlasseObmCurveNetWorkit
dem gewnschten Verfahren entsprechend der gesetzten Parameter bestit.

ObmNetWorkCompParamSurf:

Viele in den vorherigen Kapiteln beschriebenen Verfahren zuresung des parametri-
schen Interpolationsproblems basieren auf den zwei Schritte@enerierung eines Kur-
vennetzes und Interpolation des Kurvennetzes durch gee&r Flachensticke. Die Klasse
ObmNetWorkCompParamSwprasentiert eine solche sickweise parametrische fiche, die
auf einem Kurvennetz aufbaut.
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Im wesentlichen vereinigt sie die Funktionaliat der KurvennetzklasseObmCurveNetWork
und der KlasseObmCompositeParamSuyrélie zur Darstellung von seickweisen parametri-
schen Fachen benutzt wird. Zustzlich wird eine Liste von geometrische Nebenbedingun-
gen verwaltet, die angeben, ob beispielsweise ein Approximatsansatz gemacht werden
soll oder ob vorde nierte Bezier achen interpoliert werden nuissen. Eine Referenz auf eine
private Datenstruktur dient dem Zugri auf Parameter, die von den einzelnen Verfahren
zur Bestimmung der Fache bemtigt werden.

Die Methode constructSurface berechnet die Interpolationsache und ggf. das Kurven-
netz anhand der gegebenen, privaten Daten. Eslinenswert ist hier, da diese Klasse eine
private Methode enthalt, die die geometrischen Nebenbedingungen des Kurvennetzeit
den geometrischen Nebenbedingungesr fdie Flachen synchronisiert.

ObmSplitSurface:

In dieser Klasse werden die Splimchen, z.B. die 3 4 Split ache nach Shirman und Squin,
beschrieben.

Diese Fhchen sind immereber n-eckigen Polygonen de niert. Wir gehen davon aus, da
zu einer Split ache Randkurveneber dem Polygon und/oder weitere Kontrollpunkte oder
-vektoren gegeben sind, die die Spliache eindeutig festlegen. Die Randkurven und die
zusatzlichen Kontrollpunkte werden in dieser Klasse verwaltet. &ameter, die von den
einzelnen Verfahren zur Bestimmung der Bche bemtigt werden, werden in einer privaten
Datenstruktur gehalten, die in dieser Klasse referenziert wird

Auch diese Klasse besitzt eine zentrale Methode, um die Sphiche entsprechend der ge-
setzten Parameter zu berechnen.

ObmSplineSurface:

Dies ist die Basisklasse zur Generierung von Splirechen nach dem Verfahren von Loop
oder Peters. Da diese Verfahren nicht zu den Zweischrittmethed geloren, wird diese
Klasse direkt vonObmCompositeParamSutind nicht von ObmNetWorkCompParam Salvt
geleitet.

Die KlasseObmSplineSurface besitzt private Variablen zur Verwaltung der verschiedenen
Polyeder, die zur Konstruktion einer Splineache notwendig sind: Das Kontrollpolyeder,
das verfeinerte Polyeder und gegebenenfalls das zur Intelgtion verwendete, transformier-
te Polyeder. Private Daten werden in einer eigens daf de nierten Struktur gespeichert,
die in dieser Klasse referenziert wird.

Methoden zur Generierung der verschiedenen Polyeder aus dgegebenen Kontrollpoly-
eder werden zur Vemigung gestellt. Ebenso gibt es eine Methode, die Anhand der biere
gestellten privaten Daten, die lokale Bezier-Remsentation der resultierenden Splineache
bestimmt.
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InterpolTensor:

Das in Abschnitt 3 vorgestellte Verfahren zur sung des funktionalen Interpolationspro-
blems beruht auf dem Ansatz einer TP-B-Spline llche. Die KlassdnterpolTensor ist
daher sowohl vonVertexTensorSurface (Beschreibung allgemeiner Tensormchen, die auf
regularen Kontrollnetzen aufbauen) und von der BasisklasdeterpolSurface abgeleitet.

Neben den von den Basisklassen geerbten Klassenvariablen werdeitevee Informationen
eiber die Unterteilung in 4 4-Blecke benachbarter Knoten, sowiaber das zu verwendende
Optimierungsfunktional bertigt.

Uber die MethodeconstructSurface wird anhand der gegebenen Informationen die TP-
B-Spline ache berechnet.



Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden verschiedene bekannte Methoden zum$ung desfunktionalen
und desparametrischenlinterpolationsproblems beschrieben. Im funktionalen wie inpa-
rametrischen Fall zeigt sich, da viele der mit den bekanntenheuristischen Methoden
generierten Interpolations achen unernmnschte Falten oder Beulen aufweisen (vgl. auch
[Man92, LMD92]). Optimierende Verfahren hingegen sind z.Textrem zeitaufwendig.

Die in dieser Arbeit vorgestellten neuen Verfahren zurédsung der Interpolationsproble-
me bauen auf der Optimierung deffreien Parameter, d.h. der Parameter die nicht durch
Stetigkeits- oder Interpolationsbedingungen xiert sind, ai Um den Rechenaufwandefr
die Optimierung so gering wie mglich zu halten, werden ausschlie liclyuadratischeFunk-
tionale zur Optimierung eingesetzt.

Die in Kapitel 3 beschriebene neue Methode zu®isung des funktionalen Interpolationspro-
blems beruht auf dem Ansatz einer TP-B-Spline leiche mit weit mehr Freiheitsgraden, als
dies zur Einhaltung der Interpolationsbedingungen etig ware. Mit einem Ritz-Galerkin-
Ansatz werden dieseiberzhligen Freiheitsgrade dann zur Optimierung der Interpolabns-

ache verwendet. Diese Methode generiert Interpolationschen von sehr guter Qualt,
d.h. mit sehr gleichma igem Kreummungsverhalten.

In Kapitel 4 wurde ein neues Verfahren zur dsung des parametrischen Interpolations-
problems basierend auf eine®!-Kurvennetzansatz vorgestellt. Die hierbei geshlte Re-
prasentation des Kurvennetzes erlaubt es, da ein Teil der unbastmten Kurvennetzpara-
meter unter Verwendung eines quadratischen Funktionals aptiert werden. Zum Ausklllen
der Kurvennetze wird beimG-Kurvennetz eine Variante desShirman-Sequin Verfahrens
verwendet, bei welcher ein Teil der freien Parameter durchegmetrieablangige Heuristiken
bestimmt werden. Zudem ermglicht eine verallgemeinerte Re@msentation der Split ache
die Optimierung von Querableitungsvektoren entlang der Ratkurven einer Split ache.

Die neueG2-Kurvennetzmethode zur Generierung von Interpolationschen wurde in Ab-

schnitt 5 diskutiert. Die Reprasentation desG2-Kurvennetzes erlaubt ebenfalls die Optimie-
rung eines Teils der Kurvennetzparameter. Di® nungen desG?-Kurvennetzes werden mit
einer einzigen Bezierache vom Grad 7 ausgeflt. In diesem Fall kennen die drei innersten
Bezier-Kontrollpunkte durch Ansatz eines quadratischen Fuktionals optimiert werden.

Zudem wurde gezeigt, da die beiden Schritte zur Optimierumn des Kurvennetzes und
der Flachensticke #ir die G- und die G2-Kurvennetzmethode auch zu einensimultanen
Optimierungsschritt zusammengefa t werden &nnen.

Im Vergleich mit den bekannten Verfahren zur bsung des parametrischen Interpolati-
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onsproblems zeigt sich, da die Qual#t der Interpolations achen im Vergleich mit nicht

optimierenden Methoden deutlich verbessert werden kann. Gawsiber der Methode von
Moreton und Squin ist andererseits ein deutlich gnstigeres Laufzeitverhalten zu erken-
nen. Probleme lennen allerdings bei der bsbarkeit der Matrizen, die sich aus den Opti-
mierungsproblemen ableiten, ergeben. Dies gilt allerdingsr bei Ansatz von Funktionalen

heherer Ordnung #ir das Kurvennetz und bei der simultanen Optimierung unter Vileven-

dung des Laplace- und des Laplace-Beltrami Funktionals, s@vdes Funktionals dritter

Ordnung.

Die Repmsentation desG!- und desG?-Kurvennetzes erlaubt die Einbeziehung der Kurven-
netzknoten in die Optimierung. Dadurch ee nen sich eine Reihe von Anwendungen dieser
Interpolationsmethoden, wie die Erweiterung auf Polyeder inkonvexen, n-eckigen Seiten-

achen und die Approximation von Polyederecken. Die Interpation von Bezier achen, die
zu ausgewhlten Seiten des Polyeders gegeben sind, ist eine weitere Anmgengsneglich-
keit. Letztere ermeglicht die Behandlung von Blendingproblemen beliebigeropologie, so-
wie das Austllen von n-eckigen lechern.

Der Einsatz desdatenabmngigenThin-Plate Funktionals hat sich bei dem Ritz-Galerkin
Ansatz zur Lesung des funktionalen Interpolationsproblems als sehr edotich erwiesen.
Im parametrischen Fall werden die verschiedenen datenalbigigen Funktionale mit unter-
schiedlichem Erfolg zur Optimierung der Kurvennetze und deFlachen verwendet. Eine
generelle Empfehlung, in welcher Situation welches Funktial mit Sicherheit erfolgreich
eingesetzt werden kann, ist nicht naglich. Die Beispiele belegen jedoch, da im Vergleich zu
dem Verfahren von Shirman und Sequin stets eine deutliche ¥@esserung der Fdchengite
erzielt werden kann, die dadurch meist sehr nahe an die Qualitder Moreton-Sequin
Interpolations achen heranreicht.

Ausblick

Trotz der Fortschritte bei der Behandlung des funktionalen od des parametrischen In-
terpolationsproblems, bleiben eine Reihe von o enen Problen, die Gegenstand weiterer
Forschung sein sollten.

Bei der momentanen Wahl der Knotenvektoren beim Ritz-Gal&m Ansatz habenlokale
Verdichtungen der Datenpunkte einermglobalenEin u . Der Einsatz hierarchischer Flachen-
strukturen, wie der hierarchischen B-Splines von Forsey (vgJFor90]), sollte in diesem
Zusammenhang untersucht werden.

Die heuristischen Methoden zur Bestimmung lokaler Parametesiff die G- und die G2-
Kurvennetzmethode arbeiten im allgemeinen gut. Dennoch #eh in diesem Zusammen-
hang weitere Methoden, z.B. Optimierungsamdze, erforscht werden.

Weitere Untersuchungen im Bereich der Repsentation von Flchen mit beliebiger To-
pologie sind notwendig. Es zeigt sich, da die Verfahren nachelers und Loop (vgl.
[Pet93, Pet94, Loo94a]) bei der Bestimmung der lokalen BerRepmsentationen der (In-
terpolations)Flachen sehr e zient sind. Diese Methoden verhalten sich aber beinte-
gelma igen Polyedern zu, steif\ und generieren zu viele Bezierachen.



Anhang A

Mathematischer Anhang

A.1 Globale L esbarkeit f ur den Ritz-Galerkin-Ansatz

In diesem Abschnitt wird die Lesbarkeit des globalen Interpolationsproblems bei dem Ritz-
Galerkin-Ansatz bewiesen (vgl. Abschnitt 3 auf Seite 37).

Satz A.1.1 Sind alle lokalen InterpolationsprobleméG;F,); | = (4k;4l); F, wie in
Abschnitt 3.1 auf Seite 38,dsbar (d.h. tir beliebige Wahl der Wertef;; i 2 Fx.ay), SO
besitzt auch das globale Interpolations eineotung.

Beweis. Nach Voraussetzung ist das lokale Interpolationsproblent3g.q); Fo.0)) |@sbar. Da
in unserem FallG \G; = ; fur I 6 J bleiben die schon bestimmten Kontrollpunkte
y; J 2 Gp.p) bei Betrachtung aller weiteren Interpolationsprobleme urerandert. Fer

Ga.0) Wird nun das Interpolationsproblem bzgl. der Datenwerte:

f.l _ 0 ifi 2 F(O;O); .
' fi sonst ’

betrachtet. Damit bleibt die Interpolationsbedingung auf @&n Datenpunktenu;; i 2 F.q
weiterhin erfullt. Sind alle lokalen Interpolationsprobleme gealst worden, so interpoliert die
resultierende TP-B-Spline ache in alle Datenpunkteu; die entsprechenden Datenwerté;.
[ |

A.2 L esbarkeit der Kurvennetz-Optimierungsproble-
me

Im folgenden werden einige Aussagerber die Lesbarkeit des Variationsproblemsefr das
kubische G*- und fur das quintische G2-Kurvennetz gemacht (vgl. Abschnitt 4.1.3 auf
Seite 56 und 5.1.3 auf Seite 74).
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A.2.1 L esbarkeit f ur das G-Kurvennetz

Zunachst zum kubischenG!-Kurvennetz. Das aus dem Variationsansatzes bzgl. des Funk-
tionals abgeleitete Gleichungssystem ist genau dann regulwenn zum homogenen Pro-
blem nur die triviale Lesung existiert. Damit mu das Kurvennetz N" bestehend aus
Kurven der Form:

Ci'(u) = (ay Su + by Syi) WiH3(u) + (& Sy + bi Sy) W;H (1 u); (A1)
und (N") =0 wuberall verschwinden (vgl. Gleichung (4.6) auf Seite 55).
Wir verwenden im weiteren die Ablerzung A = a; S, + by S,i. Zunachst tre en wir einige
Aussageneber eine einzelne KurveCi'j* des Kurvennetzes:
Lemma A.2.1 (i) Fur dassimple Funktionals gilt (vgl. Gleichung(4.7) auf Seite 56):

(

cCH 0 falls 60 oder 60
(cfy=og > SRS
Aij Wi = Aji Wj falls = =0

(i) Wird das Laplace-Beltrami Funktional angesetzt, so gilt (vgl. Gleichung4.8) auf
Seite 57):
(Ci';') =0 Ci'j* 0:

(i) F wr das Funktional dritter Ordnung  gilt (vgl. Gleichung (4.9) auf Seite 57):

(C")=0 ( ci o0 falls die ReferenzkurveC? nicht linear ist
! Aij Wi = Aji Wj sonst -

Beweis.

zu (i): Fur > 0 oder > 0 folgt aus (Cf') = 0 sofort Ci'j*OO 0 bzw.CE‘0 0. Damit
mu Ci'j* ein konstantes oder ein lineares Polynom sein. III?;\}J* fur die Parameteru = 0
und u = 1 verschwindet, folgt C{! 0.

Analog wie eben erkennt man, da im Falle = =0 Ci'j* ein quadratisches Polynom ist.
Ein Koe zientenvergleich fur t3 ergibt: Aj Wi A =0.

zu (ii) Aus (Ciﬁ') = 0 folgt sofort: c? (Ci'j“') = 0: Fur den Laplace-Beltrami Operator

gilt: 0 1,
1 cHo
ci (C)=q ﬁ@q %A : (A-2)
hC2 jC2i hCR"jCP i
0
Somit gibt es einen konstanten Vektok mit: q% =K
g I !

Aufgrund des strikt positiven Nenners hC}f 0j ij) % mussen die einzelnen Komponenten
von C{ monoton sind. DaC}{' far u =0 und u = 1 verschwindet, folgt: C§' 0.
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zu (iii): Das Funktional dritter Ordnung ergibt sich fur die Kurve C; zu

Z
1 d
Ci)= b————— -

. d
co (Cij) )30 co (Cij) ds;

wobei c? den Laplace-Beltrami Operator bzgl. derselben Referenzkaercfj’ bezeichnet.

Fur (Ci'j*) = 0 erhalten wir damit co (CE‘) = K fur einen konstanten Vektork. Eingesetzt
ergibt sich

cH® ctheo®coli

hc? % coli hce®icoiz

(A.3)

In unserem Falle ist die Referenzkurvé:fj’ kubisch. Bringen wir die beiden Summanden in
(A.3) auf den Hauptnenner, so ergibt sich der Grad des Nennerpolyms exaktzu 4(d°

1); @ = degC?). Der Grad des hlerpolynoms hingegen ismaximal2d° + d 3, d° =
degC?); d= degC}'). Dad 3 kann die linke Seite von (A.3) nur ér d° = 1 konstant
sein.

Damit ist C{ linear und aus (C}') = 0 folgt sofort, da Cj}' ein quadratisches Polynom

ist mit A W; = A;i W;. Far K = 0 ist das Problem analog zu dem beim Laplace-Beltrami
Funktional. m

Mit Hilfe der eben bewiesenen Eigenschaftemrfeinzelne Kurven sind folgende Aussagen
eber die Losbarkeit des aus dem Variationsansatzes bzgl. des Funktiomal abgeleiteten
Gleichungssystems mglich:

Satz A.2.2 Das Optimierungsproblem unter Verwendung des einfachen ktionals mit
> Qoder > 0(vgl. Gleichung(4.7) auf Seite 56) und unter Ansatz des Laplace-Beltrami
Funktionals (vgl. Gleichung(4.8) auf Seite 57) ist stets eindeutigelsbar.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma A.2.1 (i) und (ii), da an jeder Ecke V; mindestens
zwei KurvenCi'j*1 und Ci'j*1 anliegen mit linear unablngigen Vektoren &; ,; b, ) ; (a;,; bj,)-
[ |

Eine vollstandige Charakterisierung der bsbarkeit bei dem einfachen Funktional mit =
= 0 und des Funktionals dritter Ordnung ist schwierig. Wir geb@& im folgenden eine
hinreichendeBedingung #ir die Lesbarkeit an. Dazu zumchst folgendes Lemma.

Bezeichnung/Lemma A.2.3 (i) Gehen von der EckeV; zwei Kurven des Kurvennet-
zesCj,; k =1;2 aus mit linear unabtmngigen Parameterrichtungert;, ;k = 1;2 und
mit

(a) W; & W;,;k =1,2 fur das einfache Funktional mit = =0 bzw.

(b) W; 6 W;, oder Ci‘j’k nicht linear k = 1; 2 fur das Funktional dritter Ordnung,
soistS, = S, =0. In diesem Fall bezeichnen wiV; als stabil.

(ii) Ist die Ecke V; stabil, so gilt fr jede Kurve C{' an dieser EckeA; = A; =0
unabhangig von dem angesetzen Funktional.
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Beweis.

zu (i): Aus Lemma A.2.1 folgt unter den gegebenen Bedingungerett A; = A; = 0. Da
Tij.;k =1;2 linear unabhangig sind folgt ausA;, = A;, = 0 die Behauptung.

zu (ii): Ist V; stabil, so gilt A;j =0 fer jede Kurve C{ beiV;. DaC}' entweder verschwindet
oder der BedingungAj W; = A; W; gerugt, gilt immer Ci'j* 0. [ |

Man erkennt sofort, da das aus der Optimierung resultierendé&leichungssytem genau
dann reguhr ist, wenn alle EckenV; stabil sind.

Mit Hilfe des eben bewiesenen Lemmas kann folgende hinreictieigeometrische Bedingung
fur die Lesbarkeit bei Verwendung des einfache Funktional mit = = 0 bzw. des
Funktionals dritter Ordnung angegeben werden.

Satz A.2.4 \Vorausgesetzt das durcls, = S, = 0 gegebene Kurvennetz ist winkel-regul
(vgl. Bezeichnung 2.2.1 auf Seite 25).

Ist das lineare Gleichungssytemuf das Optimierungsproblem mit dem einfachen Funktional
mit = =0 bzw. mit dem Funktional dritter Ordnungsingular, so gibt es eine Sequenz
S = (Vi) Von nicht stabilen Ecken mit

die Kante V;, V;,,, hat die Eigenschaft(ia) bzw.(ib) aus Lemma A.2.3,

+1

S ist geschlossen odeY ;, und V;, liegen auf dem Rand des Polyeders.

Beweis. Jedes nicht triviale KurvennetzN" mit (N") = 0 ist dadurch gekennzeichnet,
da nicht alle partiellen Ableitungen S;; S, verschwinden. Damit gibt es mindestens eine
nicht stabile EckeV,. Da das Kurvennetz winkel-regur ist, gibt es beiV;, eine Kurve
CiHOil 6 0. Aus (ii) von Lemma A.2.3 folgt, da V;, auch nicht stabil ist. Liegt V;, nicht auf
dem Rand, so folgt aus dem Winkelregularit, da es noch eine weitere Kante/;,V, bei
Vi, gibt mit CiH1i2 6 0. Dieses Argumenté t sich fortsetzen, solange nur Punkte betrachtet
werden, die nicht auf dem Rand liegen. LiegV;, auf dem Rand des Polyeders, so kann
CHl.. die einzige Kurve6 O beiV;, sein (,T\-Form). Damit gibt es eine Eckensequenz

(Vi+k)L=O mit den obigen Eigenschaften. [ |

Somit sind unter Ums®nden Probleme, bei denen alle Eckévi; in einer Hyperebene des
R3 liegen, mit dem einfachen Funktionaldr = = 0 oder mit dem Funktional dritter
Ordnung nicht lesbar. In diesem Fall sind die Vektorenfy; alle gleich. Sind die Ecken
allerdings mehr zuéllig verteilt, so treten in der Praxis keine Schwierigkeite auf.

A.2.2 L esbarkeit f ur das G2 Kurvennetz

Die Lesbarkeit des Optimierungsproblems beir®? Kurvennetzes beruht auf der Betrach-
tung der entsprechenden homogenen Formen des Kurvennetzesd des Querableitungnet-
zesN" bzw. QM.

Eine Kurve Ci'j* des homogenen Kurvennetzes und eine Querableituq@ des homogenen
Querableitungsnetzes haben die Form:
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Ci'(u) = AjWiHR(U) + ByWiH3(u) + BiwjH3(1  u)+ AW H3(1  u);
qi (U) = EyWiHS(u) + Fy WwiH(u) + FiwjH(L  u)+ EjwjHS(Q  u);

mit

Sw Swi &
Aj = a; Sy + b Sui; Bi = G Su+* djSi+t(aj;h) o < & ;

Suvi vai hj
Sw Swi &
Ej =€ Su+fjSu; und  Fy =(e;fj) SE:: S:Z: Z'JJ

Zunachst ein Lemma das, in analoger Weise zu Lemma A.2.1, eine Aussager eine
einzelne KurveCE‘ und uber ein einzelnes Querableitungsvektorfekqlﬁ' macht:

Lemma A.2.5 Betrachten wir zurachst die KurveCE| des homogenen Kurvennetzes.

() Fur daseinfache Funktional (vgl. Gleichung(4.7) auf Seite 56) gilt:

(Ci|j-|):(0
cit o falls 60 oder 60

’ 2Aij Wi = 2Aji Wj = Bij Wi = Bji Wj falls = =0

(A.4)

(i) Wird das Laplace-Beltrami Funktional (vgl. Gleichung(4.8) auf Seite 57) angesetzt,
so gilt:
(Ci'j*) =0 Ci'j* 0:

(i) F wr das Funktional dritter Ordnung  (vgl. Gleichung(4.9) auf Seite 57) gilt:

(Ci) i 0
Ci o falls C{ nicht linear ist

0 2Aij Wi = 2Aji Wj = Bij Wi = Bji Wj sonst

(A.5)

Fur das Querableitungsvektorfeldg' des homogenen Querableitungsnetzes erhalten wir:

(iv) Fur das einfache Funktionals gilt (vgl. Gleichung (5.8) auf Seite 75)

Hy — A — Fi = Fi =0 falls 60 oder 60
(6;)=0=) FiW, = F.W =E; W E;W f = =
ij Wi = i Wi = Eji W ij Wi alls = =0

(v) Fur das auf dem OperatorL o aufbauende Funktional (vgl. Gleichung (5.10) auf
Seite 75) gilt
(6f)=0=) Fj =F; =0:
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Beweis. Der Beweis der Aussagen (i){(iii) &ir die Kurve Ci'j* ist sehr ahnlich zu den
entsprechenden Beweisen bei Lemma A.2.1. Wir werden deshalb auf die wesentlichen
Unterschiede eingehen.

zu (i): Fur 6 0 oder 6 0 ist der Beweis wllig analog zu dem von Lemma A.2.1 (i) .

Far = =0mu CE’ ein quadratisches Polynom sein. Damit folgt unmittelbar:

Ci'j*O((u) = const= C}j*o(l) C}j*O(O)
:) Bij Wi = Bji Wj = (Aji Wj + Aij W|) . (AG)

Da CH (0) = CH (1) = 0 gilt zudem:
C:;'O(O) = C:J-l 0(1) 0 Aij Wi = Aji Wj .

Zusammen mit Gleichung (A.6) sind dies drei unal¥mgige, notwendige Bedingungen an
die Koe zienten des quintischen PolynomsCi';'. Diese Bedingungen sind auch hinreichend
um den Grad vonC-H auf zwei zu bescranken.

zu (ii): Wie im Fall des G'-Kurvennetzes erhalten wir folgende Bedingung (vgl. Lemma

A.2.1 (A.2)). Es existiert ein konstanter VektorK mit: W K:
ij I

Der Nenner hC0 Oj C % ist strikt positiv, womit die Komponenten von C}j* monoton
sind. DaC{'(0) = C{ (1)-0fo|gt unmittelbar: C{' 0.

zu (iii): Wie beim G!-Kurvennetz erhalten wir fur das Funktional dritter Ordnung  an-
gewendet auf die KurveCi'j* (vgl. Gleichung Gleichung (A.3) auf Seite 121):

ct 0 co Ci =K mitkonstantem Vektor K:

Durch Auswertung von co C}j* beiu =0 bzw. u =1 ergibt sich ein Vektor in Richtung

von #; bzw. W;. Damit folgt fur W; 6 #W; : K = 0. Das betrachtete Problem ist also
aquvalent zu ¢, Cf 0 wodurch mit (ii) folgt: C{' 0.

Ist W; = W;, so ergibt ein Gradvergleich des &hler- und des Nennerpolynoms in (A.3),
da C? entweder linear oder quadratisch sein kann.#¥ linearesC{ haben wir dieselbe
Situation wie in () = =0, d.h. es mu gelten: C"" %= 0. Ist C? quadratisch, so
gilt aufgrund von ij’o(O) k wW; und C,?O(l) k W C,Ooak W;, womit C0 in der Ebene
(Vi;Wi) =(V;;W;) laufen mu . Alle in Abschnitt 5.1.2 auf Seite 74 verwendeten Méoden

zur Bestimmung der lokalen Parameter liefern in diesem Fallebar C? p(U)=(1 uVv;+
uV;. Damit kann C? also nicht tatsachlich vom Grad 2, mu also Ilnear sein.

Nun zu den Beweisen der Aussagesber das Vektorfeldqi'j* des homogenen Querablei-
tungsnetzesQ" :

zu (iv): Ist g =0fur 6 0oder 6 0, so istgf (u) ein konstantes oder ein
verschwindendes Vektorfeld. In beiden élen ist damit: F; W; = F;Ww; =0, also F; =
Fji =0.
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Far = =0ist qi'j* ein lineares Vektorfeld, woraus unmittelbar folgt, da dieAbleitung
von q'T durch Eji Wj Eij W, bestimmt ist. Damit gl|t Fij W, = Fji Wj = Eji Wj Eij W .
zu (v): Fur das Funktional basierend auf dem OperatoLqi? folgt aus (&) = O (vgl.
Gleichung (5.10) auf Seite 75):

Lo & =09 qﬁ'%qﬁjqﬁi=q!ﬁhqﬁojq§ii

Aufgorund der Wahl von &7 gilt: §f (0) 2 sparf Ooi;Oig und & %0) k W;. Damit ist fer u =0
hqu’ ] qu’ i =0. Somit mu fur u=0 auch q}j* verschwinden, alsofF; = 0. Analog folgt
Fji =0. u

Zur Lesbarkeit des aus dem Optimierungsproblems abgeleitetendaren Gleichungssy-
stems kann &r das G? Kurvennetz die zu Satz A.2.2 analoge Aussage getro en werden:

Satz A.2.6 Das Optimierungsproblemsfr das G?> Kurvennetz unter Ansatz des einfachen
Funktionals mit > 0 oder > 0 zur Bewertung der Kurven und Querableitungen (vgl.
Gleichung(4.7) auf Seite 56 und(5.8) auf Seite 75) und unter Ansatz des Laplace-Beltrami
Funktionals und des Funktionals basierend auf dem Operaﬂogi? (vgl. Gleichung(4.8) auf
Seite 57 und(5.10) auf Seite 75) ist stets eindeutigelsbar.

Beweis. Da an jeder EckeV; mindestens zwei KurvenCE'k mit linear unabhangigen
Vektoren (a;,; by ,) ; (a,; by,) anliegen, verschwinden aufgrund der Voraussetzung an das
Funktional die partiellen Ableitungen S;;; S,i. Fur die partiellen AbleitungenSy,; ; Syvi und
Swi ergeben sich mitS;; = S,; = 0 durch

uvi vai bjk
uui Suvi aijk

Bi, =00  (a&:hj.) 2‘“" Swio B _g. k=1;2
S
Suvi vai bjk

Fijk:OO (ajk;fijk)

vier unabhangige Bedingungen. Damit maissen auch die zweiten partiellen Ableitungen
allesamt verschwinden. Das homogene Problem hat also nur dieviale Lesung. [ ]

Durch analoge Schlu weise wie im Beweiauf Satz A.2.6 knnen hinreichende Aussagen
eiber die Lesbarkeit des Optimierungsproblems unter Verwendung des &ohen Funktio-
nals mit = = 0 und des Funktionals dritter Ordnung fur das G!-Kurvennetz (vgl.
Lemma A.2.3 und Satz A.2.4) auf da$s? Kurvennetz getro en werden.

A.3 Transformation der inneren Produktmatrix

In diesem Abschnitt beweisen wir folgende Transformationseigehsaét von dem inneren
Produkt h j i bzgl. eines quadratischen Funktionals (vgl. Abschnitt 4.2).
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Satz A.3.1 Betrachten wir den linearen FunktionenraumB = spanfBi;:::;B,g und
einen Unterraum C=spanfCy;:::;Ckg; K n vonB.

Sei T = (t )i;j die Transformationsmatrix fur die Koe zienten von Funktionen F 2 C,
d.h.

0 1 Obol
X X @
F= ¢C= hbB mit T%EX=%>E&
Ck n

i=1 i=1

Dann gilt fur die innere Produktmatrix

(hGij G i)i:j =1k T (hBi | B; i)i:j =1;5n T (A7)
Beweis.
X x en)
hCijCj i = h tkinj tlj Bli = tkit|thij|i
k=1 1=1 (k) 0 1
to;
= (tor::1it) (B j Bi Doy @ © X
th;



Anhang B

Tabellen

Die nachstehenden Tabellen geben Auskundiber die Parameter sowielber das Laufzeit-
verhaltender einzelnen Verfahren, wie sie bei den Beispielen in den Absittem 3.3 auf
Seite 43, 5.4 auf Seite 82 und 6.4 auf Seite 105 ermittelt werd

Folgende Begri e werden in delParameter -Spalte und in derLaufzeit -Spalte verwendet:

| Parameter -Spalte |

Funktional Das zur Optimierung des Kurvennetzes bzw. der &the verwendete
Funktional:

~ohne\ keine Optimierung

~Simple\ einfaches Funktional
~Laph Laplace Funktional

» ThinPI\ Thin-Plate Funktional

.LapBelt\ Laplace-Beltrami

.DatThin\ | datenabhangiges Thin-Plate Funktional

. Dritte\ Funktional dritter Ordnung

Die Zahl in der Iterationsschritte ist in Klammern angegeben, S\
bedeutet simultane Optimierung.

Gitter Zahl der Gitterlinien bei Arge, D hlen und Tveito.

Global Der globale Shape-Parameter beim Verfahren nach Nielson.

Shift Bestimmung der Ordinatenwerte @éir nahen Gitterpunkte nach der
Shift-Methode

Tangente Verfahren zur Bestimmung der Tangenteminge G- bzw. G?-
Kurvennetz).

Unterteilung Ansatz der Blocke von 4 4 Knoten beim Ritz-Galerkin in x- und
y-Richtung

Zweite Methode zur Bestimmung der lokalen Parameterrichtung der i

ten Ableitung in den Endpunkten (G? Kurvennetz).

IDie Beispiele wurden alle auf einer SGIM Indigo mit R4400 Prozessor und 128MB Hauptspeicher
gerechnet. Eine Ausnahme bilden die Gesichtsdaten (Tabelle B.10 und B.13), die aufrer SGI Power
ONYX mit zwei R8000 Prozessoren und ebenfalls 128 MB Hauptspeicher gerechnet wurden.
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Laufzeit -Spalte

Ableitung Bestimmung bzw. Abscletzung von Ableitungen.

Init Initialisierung von Datenstrukturen und evtl. Vorverarbeitungs-
schritte.

LGS Lesen des linearen Gleichungssystems zur Optimierung.

Matrix Aufstellen der Optimierungsmatrix.

Tabellen zu funktionalen Interpolationsmethoden

| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Thin Plate Spline Matrix: 4.60 sec
Arge, D hlen | Gitter: 75; Shift Init; 4.87 sec
und Tveito Matrix: 3.09 sec
LGS: 189.22 sec
Total: 197.18 sec
Ritz-Galerkin Unterteilung: (8,8); Init/Matrix: 3.41 sec
Ansatz Funktional: ThinPI LGS 8.87 sec
Total: 12.28 sec
Ritz-Galerkin Unterteilung: (8,8); Init/Matrix: 323.43 sec
Ansatz Funktional: DatThin LGS 30.83 sec
Total: 354.26 sec

Tabelle B.1: Tabelle zu Abbildungen 3.4 auf Seite 47 und 3.5 faBeite 49; Interpolations-
achen zur TestfunktionS; von Lyche und Morken.

| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Thin Plate Spline Matrix: 14.40 sec
Arge, D hlen | Gitter: 75; Shift Init; 4.83 sec
und Tveito Matrix: 3.06 sec
LGS: 227.09 sec
Total: 234.98 sec
Ritz-Galerkin Unterteilung: (8,8); Init/Matrix: 5.06 sec
Ansatz Funktional: ThinPI LGS 8.82 sec
Total: 13.88 sec
Ritz-Galerkin Unterteilung: (8,8); Init/Matrix: 303.73 sec
Ansatz Funktional: DatThin LGS 41.83 sec
Total: 345.56 sec

Tabelle B.2: Tabelle zu Abbildungen 3.5 auf Seite 49; Interpettions achen zur Testfunktion

S, von Franke.
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| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Thin Plate Spline Matrix: 71.70 sec
Arge, D hlen | Gitter: 100; Shift Init: 6.32 sec
und Tveito Matrix: 4.52 sec
LGS: 181.03 sec
Total: 191.87 sec
Ritz-Galerkin Unterteilung: (12,12); Init‘Matrix:  4.41 sec
Ansatz Funktional: ThinPI LGS 50.86 sec
Total: 55.25 sec
Ritz-Galerkin Unterteilung: (8,8); Init/Matrix: 733.31 sec
Ansatz Funktional: DatThin LGS 153.01 sec
Total: 886.32 sec

Tabelle B.3: Tabelle zu Abbildungen 3.6 auf Seite 51; Interpations &chen zur Testfunktion

S; von Ritchie.

Tabellen zu parametrischen Interpolationsmethoden

| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Moreton und Kurven ca 20 min
Squin Flachen ca 20 std
Total: ca 20.3 std
Shirman und Kurven 0.05 sec
Squin Flachen 0.31 segq
Total: 0.36 sec
Kurven:
Nielson Global: 1.10 Matrix 0.01 sec | Verbesserte Bestim-
LGS 0.09 sec| mung der Tangenten
(vgl. Abschnitt 2.2.2)
Flachen:
0.08 sec
Total: 0.18 sec

Tabelle B.4: Tabelle zu Abbildungen 5.8 auf Seite 85; Interfations achen zu den Daten

einer Splare.
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| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen \
Loop Total: 0.54 sec] Interpolation
ges.: 288 Fachen
Kurven:
G!-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init: 0.02 sec
Methode Funktional: simple(2) Matrix: 0.02 sec
LGS: 0.16 sec
Flachen:
Funktional: ohne 0.31 sec
Total: 0.51 sec
Kurven:
G?-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init: 0.01 sec
Methode Zweite: N; Matrix: 0.13 sec
Funktional: simple(2) LGS: 0.30 sec
Flachen:
Funktional: ohne 2.24 sec
Total: 2.68 sec
Tabelle B.5: Tabelle zu Abbildungen 5.9 auf Seite 87; Interpations achen zu den Daten
einer Splare.
| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Moreton und Kurven ca 45 min
Squin Flachen ca 50 std
Total: ca 50.75 std
Shirman und Kurven 0.17 sec
Squin Flachen 2.91 seq
Total: 3.08 sec
Kurven:
Nielson Global: 1 Matrix: 0.05 sec | Verbesserte Bestim-
LGS: 3.39 sec| mung der Tangenten
(vgl. Abschnitt 2.2.2)
Flachen:
0.90 sec
Total: 4.34 sec

Tabelle B.6: Tabelle zu Abbildungen 5.10 auf Seite 89; Integbations achen zu den Torus-

Daten.
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| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Loop Total: 2.23 sec] Interpolation
ges.: 2400 Fachen
Kurven:
G!-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init: 0.13 sec
Methode Funktional: simple(2) Matrix: 0.21 sec
LGS: 0.99 sec
Flachen:
Funktional: Lapl Init: 0.61 sec
Matrix: 6.22 sec
LGS: 1.49 sec
Total: 9.65 sec
Kurven:
G?-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init: 0.14 sec
Methode Zweite: N; Matrix: 0.79 sec
Funktional: simple(2) LGS: 1.56 sec
Flachen:
Funktional: ohne 9.82 sec
Total: 12.31 sec
Tabelle B.7: Tabelle zu Abbildung 5.11 auf Seite 91; Interpafions achen zu den Torus-
Daten.
| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Shirman und Kurven 0.29 sec
Squin Flachen 5.49 seq
Total: 5.78 sec
Kurven:
G1-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init; 0.24 sec | # OptParam 2: 382
Methode Funktional: simple(3) Matrix: 0.53 sec
LGS: 1.37 sec
Flachen:
Funktional: ThinPI(1;S) | Init: 1.13 sec | # OptParam: 1975
Matrix: 10.45 sec
LGS: 17.34 sec
Total: 31.06 sec
Kurven:
G?-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init: 0.25 sec | # OptParam: 955
Methode Zweite: N; Matrix: 5.49 sec
Funktional: LapBelt(3) LGS: 3.15 sec
Flachen:
Funktional: Dritte(1;S) Init: 4.76 sec | # OptParam: 4024
Matrix: 184.39 sec
LGS: 66.10 sec
Total 266.14 sec
Tabelle B.8: Tabelle zu Abbildung 5.13 auf Seite 95; Die ersteAD-Flache.

2Zahl der Optimierungsparameter (skalar).
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Tabellen

| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Shirman und Kurven 1.19 sec
Squin Flachen 23.87 seq
Total: 25.06 sec
Kurven:
G!-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init: 1.10 sec | # OptParam: 1102
Methode Funktional: LapBelt(3) Matrix: 6.56 sec
LGS: 4.70 sec
Flachen:
Funktional:ThinPI(1;S) Init: 0.47 sec | # OptParam: 5899
Matrix: 32.24 sec
LGS: 249.26 sec
Total: 294.33 sec
Kurven:
G2-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init; 1.10 sec | # OptParam: 2755
Methode Zweite: N; Matrix: 17.22 sec
Funktional: LapBelt(3) LGS: 10.33 sec
Flachen:
Funktional: ThinPI(1;S) | Init: 13.16 sec| # OptParam: 12196
Matrix: 103.54 sec
LGS: 901.09 sec
Total 1046.44 sec

Tabelle B.9: Tabelle zu Abbildungen 5.14 auf Seite 97; Die ziwee CAD-Fl ache.

Kurven:
G1-Kurvennetz Tangente: PK, vKS; Init; 1.51 sec | # OptParam: 2992
Methode Funktional: LapBelt(2) Matrix: 8.60 sec
LGS: 6.49 sec
Flachen:
Funktional: ThinPI(1;S) Init: 0.58 sec | # OptParam: 29335
Matrix: 51.04 sec
LGS: 420.51 sec
Total: 488.73 sec
Kurven:
G2-Kurvennetz Tangente: PK, vKS; Init: 3.03 sec | # OptParam: 7480
Methode Zweite: N; Matrix: 37.39 sec
Funktional: LapBelt(3) LGS: 24.87 sec
Flachen:
Funktional: DatT- | Init: 49.80 sec | # OptParam: 33823
hin(1;S) Matrix: 939.70 sec
LGS: 741.53 sec
Total 1796.32 sec

Tabelle B.10: Tabelle zu Abbildungen 5.15 auf Seite 99; Die &ehtsdaten.
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| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Kurven:
G2-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init; 0.03 sec
Methode Zweite: N; Matrix: 0.40 sec
Funktional: simple(4) LGS: 1.01 sec
Flachen:
Funktional: DatT- | Init: 1.55 sec
hin(1;S) Matrix: 26.13 sec
LGS: 4.14 sec
Total 33.26 sec
Kurven:
G2-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init; 0.03 sec
Methode Zweite: N; Matrix: 0.49 sec
Funktional: simple(4) LGS: 2.04 sec
Flachen:
Funktional: DatT- | Init: 1.54 sec
hin(1;S) Matrix: 26.06 sec
LGS: 5.78 sec
Total 35.94 sec

Tabelle B.11: Tabelle zu dem Approximationsbeispiel in Abbildogen 6.3 auf Seite 107.
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| Verfahren | Parameter | Laufzeit | Bemerkungen
Hausecke

Kurven:
G1-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init: 0.01 sec
Methode Funktional: simple(4) Matrix: 0.01 sec
LGS: 0.06 sec

Flachen:
Funktional: DatT- | Init: 0.16 sec
hin(1;S) Matrix: 1.53 sec
LGS: 0.03 sec
Total 1.80 sec

Ko erecke

Kurven:
Gl-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init; 0.02 sec
Methode Funktional: LapBelt(3) Matrix: 0.14 sec
LGS: 0.06 sec

Flachen:
Funktional: Dritte(1;S) Init: 0.21 sec
Matrix: 5.88 sec
LGS: 0.95 sec
Total 7.26 sec

Blend ache

Kurven:
G2-Kurvennetz Tangente: EK, KS; Init; 0.05 sec
Methode Zweite: N; Matrix: 0.46 sec
Funktional: simple(4) LGS: 0.16 sec

Flachen:
Funktional: Dritte(1;S) Init: 1.57 sec
Matrix: 11.18 sec
LGS: 0.80 sec
Total 14.22 sec

Tabelle B.12: Tabelle zu den Beispielen in Abbildungen 6.3 aGkite 107.

G2-Kurvennetz
Methode

Kurven:
Tangente: PK, KS; Init; 3.03 sec
Zweite: N; Matrix: 43.75 sec
Federkonst.: 0.7 LGS: 30.78 sec
Funktional: LapBelt(3)
Flachen:
Funktional: DatT- | Init: 50.13 sec
hin(1;S) Matrix: 986.33 sec
LGS: 1386.16 seq
Total 2500.18 sec

# OptParam: 11968

# OptParam: 38311

Tabelle B.13: Tabelle zu Abbildungen 6.4 auf Seite 109; Die pyoximierten Gesichtsdaten.
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